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Capitulo 4.

Forma general del teorema de Cauchy.

pp. 141 - 244



4.3.2. Ejercicios Propuestos (p. 160)

Ejerc. 141 - 148



Ejercicio Propuesto 141.
Considera las curvas:

n(t) =t Vte[-1,1]; y(t) =" Vie0,n] y v=mn+7
Calcula Ind,(z) para cada z € C\v*.

Solucién.
C\~* tiene dos componentes conexas:

A={z€C:|z]<1 y Imz>0} y B=C\A
Como B es la componente conexa no acotada, sabemos que
Ind,(z) =0, Vze€ B.
Dado z € A, si parametrizamos -y por:
y:[-1,147] —C

definida por

© - tosi o —1<t<1
TW=N et-) g 1<t<l4+nx

y consideramos la circunferencia unidad parametrizada por
o:[-1,147] —C

definida por

T g <4<
U(t):{€2 St 1<t<1

N s 1<t<1+4m
Es claro que la funcién
F:[0,1] x [-1,7+ 1] — C\{z}

definida por
F(s,t) =(t) + s(a(t) = (1))

muestra que v y o son homotépicas en C\{z}. Por el Lema 4.16, v y o son
homolégicamente equivalentes respecto de C\{z}, luego

Ind,(z) = Inds(2) = 1.



Ejercicio Propuesto 142.

Sea w € C* y v un camino en C* cuyo origen es 1 y cuyo extremo es w.
; d

Justifica que [ % € Log(w).

Solucién.
Sea v : [a,b] — C\{0} un camino tal que y(a) = 1 y v(b) = w. Por el
Teorema 4.1 existe

0:la,b] — R

continua tal que
0(t) € Arg(v(t)), Vi€ [a,b].

Claramente la aplicacion
¢ :la,b] — C
definida por
p(t) =log |y(t)] +i6(t)

es un logaritmo continuo de . Por la Proposiciéon 1.47, ¢ es derivable a
trozos en [a,b] con derivada

Entonces, por la Regla de Barrow

de _ ("4 )
/—/ T8t = o(t) ol =

log |y(b)] +i0(b) — (log |y(a)| +i6(a)) =
log |w| +i0(b) — (log 1 +i0(a)) =
log |w| +i(6(b) — 6(a)).
Como quiera que 0(b) € Arg(w) y 6(a) € 2nZ, se tiene que

6(b) - 6(a) € Arg(w),

y por tanto
log |lw| +i(6(b) — 6(a)) € Log (w).



Ejercicio Propuesto 143.
Prueba que si ) es un dominio estrellado, C\S2 no tiene componentes conezxas
acotadas.

Solucién.
Si Q@ = C es claro. Supongamos que 2 # C. Sea zy un centro de estrella
para 2. Dado a € C\Q se tiene que la semirrecta de origen a y con direccién
a— 2o

S={a+tla—z):t>0}

esta contenida en C\2. Como S es un conexo no acotado que contiene a a y
que esta contenido en C\{2, se sigue que la componente conexa de C\§2 que
contiene a a es no acotada.

|

Ejercicio Propuesto 144.
Prueba que todo disco abierto es simplemente conexo.

Solucion.
Sean zg € Cy p > 0. Si~y : [a,b] — C es una curva cerrada en D(zg, p),
entonces la aplicacién H : [0,1] x [a,b] — D(zp, p) definida por

H(s,t) = (1 —s)y(t) + szo

es continua y verifica
HO =7
H; esta continua en D(zp,p), y
H es constantemente z.

Ejercicio Propuesto 145.
Prueba que si dos abiertos son homeomorfos y uno de ellos es simplemente
conexo el otro también lo es.

Solucion.
Sean 1 y 9 dos abiertos de C homeomorfos, y sea ¢ : 3 — {9 un



homeomorfismo. Sea v : [a,b] — Qg una curva cerrada en Q. Entonces ¢~ 1o

v : [a,b] — 4 es una curva cerrada en ;. Puesto que €2; es simplemente
conexo, existe zg € 21 y existe

H :[0,1] x [a,b] — C

aplicacién continua tal que Hy = ¢~ ! o, H, es una curva cerrada en O y
Hj es la curva constantemente zy. Consideremos la aplicacion

poH :[0,1] x [a,b] — C.

Es claro que ¢ o H es continua, (po H)g =, (po H), es una curva cerrada
en o,y (po H)p es la curva constantemente ¢(z).
|

Ejercicio Propuesto 146.
Sea « : [0, +00[— C una funcion continua tal que

a0) =0 y tllinooa(t) = 00.
Justifica que el conjunto Q = C\{a(t) : t

> 0} es abierto y que eziste
f € H(Q) tal que exp(f(z)) = z para todo z € Q.

Solucién.
Veamos que el conjunto
{a(t) : t > 0}

es cerrado. Supongamos que 2y € C tal que zyp = lim «(t,,) para {¢,} sucesién
en [0, +oo[. Como lim,_,o, a(t) = 0o, deberd ocurrir que {t,} estd acotada.
Luego existe una parcial {t;(,)} — to > 0. Como « es continua se tiene que
{altom))} — alto), y por tanto 2o = a(tp). En consecuencia,  es abierto.

Como quiera que C\Q = {a(t) : t > 0} es conexo y no acotado, ésta
es la unica componente conexa de C\{), y por cierto es no acotada. Por
la Proposicién 4.18, 2 es homolégicamente conexo. Como 0 ¢ € (ya que
a(0) = 0), la aplicacién inclusién de 2 en C no toma el valor cero, y por
tanto, por el Teorema 4.13, tiene logaritmos holomorfos en €:

If e H(Q) :efB) = 2, vzeq.



Ejercicio Propuesto 147.

Sea 2 un abierto simplemente conexo del plano que no contiene al cero y
contiene a RT. Justifica que existe f € H(Q) tal que f(x) = 2% para todo
x € RT. ;Puede suprimirse la hipdtesis de que € sea simplemente conexo?

Solucién.

1) Como Q es simplemente conexo, por el Corolario 4.20, € es un abierto
homoldgicamente conexo. Como 0 & €2, por el Teorema 4.13, hay logaritmos
holomorfos en Q, esto es, existe h € H(Q2) tal que

=z Vzel

En particular,
@) =4 vreRt,

y por tanto
h(z) € Log(z) = log(z) + 27iZ, Vx € RT.
Como h es continua y R™ es conexo, se sigue que existe k € Z tal que
h(z) = log(z) + 2kmi, Vx e RT.
Asi, la funcién g : Q — C definida por
9(z) = h(z) — 2kmi
es una funcién holomorfa en €2 tal que
g(z) =log(x), VrecRT,
Consideremos la funcién f : 0 — C definida por
f(z) = 293,
Es claro que f es holomorfa y
flx) = 9@ = golog(@) — g2 yp e RY,
2) Sea 2 = C\{0}, y supongamos que existe f € H(Q2) tal que

f(x)=2% VzeRT.



Por el principio de identidad aplicado en C\R;, se tiene que
f(z) = 19 vz e C\Ry; .
Luego
F(2) = (log(2) + 1)e*1°9) = (log(z) + 1)f(2), Vze C\Ry,

y por tanto
log(2)f(z) = f'(z) — f(z), VzeC\Ry.

Como f' — f es holomorfa en C\{0}, y en particular continua, se sigue que
para todo zp € R™ se verifica que

lim (f'(z) — f(z)) = lim (f'(2) - f(2)),

z—z( z—2z

Im(z)>0 Im(z)<0
y por tanto
lim  (log(2)f(2)) = lim (log(2)f(2)),
Im(z)>0 Im(z)<0
luego

(log | 20 | =mi)f(20) = (log | 20 | +7i) f(20),

y por tanto 27if(z9) = 0. Luego f(z9) = 0 para todo zp € R™. El principio
de identidad nos dirfa que f(z) = 0 para todo z € C\{0}, lo cual es absurdo.
|

Ejercicio Propuesto 148.
Sea v la elipse de centro (0,0) y semiejes a y b. Calcula de dos formas
distintas la integral

dz

7Z

y deduce el valor de

/27‘(’ dt
o a%cos?t+ b2sen?t’

Solucién.
Puesto que



se sigue que

d
/—Z:QWZ'.
v Z

De otra manera, la funcién 1 es holomorfa en C\{0} y el ciclo v — C(0,1)
es nulhomélogo respecto de C\{0}, luego por el Teorema de Cauchy

d
[
y—C(0,1) ?

y por tanto, por la férmula de Cauchy para la circunferencia

/dz / dz .
— = — =2m
v ? c(0,1) #

La ecuacion implicita de ~ es
22 g2
2

v la ecuacién paramétrica de -y viene dada por

} (0 <t < 2m).

=1,

xr = acost
y = bsent

Luego una representacién paramétrica de -y viene dada por v : [0,27] — C
definida por
~(t) = acost + ibsent.

d m t+ibcost
27”,:/_22/ a sen —|—.2 cost .. _
v Z o acost+ibsent
/2” (—asent+ibcost)(acost — ibsent)
0 a’cos®t + b2sen’t

Luego

/2” —a?sentcost + b2sent cost + i(ba cos*t + ab sen’t) gt —
0

a2cos?t + b%sen?t

T (? — a®)sentcost , 2 dt
Y052t 1 Dlsen2y O +iab 2052t + D2sen’t’
o a*cos*t + b%sen’t o a*cos*t+ b*sen?t

y por tanto,

/2” dt 27
o a%cos’t +b2sen?t  ab’

10



4.5.4. Ejercicios Propuestos (p. 183)

Ejerc. 149 - 159

11



Ejercicio Propuesto 149.
Calcula el desarrollo en serie de Laurent de la funcion

1
f(z) = Z_12 (z € C\{-1,1})

en cada uno de los anillos siguientes: A(1;0,2) y A(1;2,400).

Solucién.
Claramente f es holomorfa en C\{—1,1}, ya que —1 y 1 son los ceros del
denominador. Ademés, podemos escribir:

1
(z+1)2(z —1)?

f(2) = (= € C\{-1,1}).

Vamos a calcular el desarrollo en serie de Laurent de f en el anillo
A(1;0,2).
Notemos que

11 1
241 24+2-1 1421 21— (=25Y

N[

(para z con |z — 1| < 2)

SIS SO L e e Ao )
_2n:0 2 —n:() 27’L+1 z s z U, .

En consecuencia,

1 d (1 S~ (=D)"n 1 _
(z+12  dz <z+1>:_z_:1 gt ("=

Luego

+00 n(n T \n n
n=0

2n+2 2n+2
n=0
+o0o
-1\ 3
> % (z— 1", Vze A(1;0,2).
n=-—2

12



Vamos a calcular el desarrollo en serie de Laurent de f en el anillo
A(1;2, +00).
Noétese que
1 1 L 1 1

1l 2-1+42 1+2% z-11- (-2

(para z con |z — 1| > 2)

too n 400
_z—lz< z—1) _ngo(z—l)"ﬂ’ vz € A(1;2, +00).

n=0

En consecuencia,

1 d ( 1 )Z_f—(—l)”2”(n+1)(z—1)”_

(z41)2 T dz (z —1)2nt2

P A UER)

CENTERE Vz € A(1;2,+00).

n=0
Luego

1 X2+ ) R (=) (n+1)
fz) = (z - 1)2 T;O (z— 1)tz Z (z— Dttt

n=0

—4
(=D =n =3)(z - 1)", Vz € A(1;2,+00).

n=—oo

Ejercicio Propuesto 150.
Clasifica las singularidades de las siguientes funciones y calcula los residuos
correspondientes (incluyendo el punto oo cuando tenga sentido).

1 — cosz 1 1 z ez

a) o b) zmsen(;) c) 0= d)

tgmz z—1

13



Solucién.

a)

Claramente la funcién es holomorfa en C\{0}. Consideremos la funcién
entera g(z) = 1— cosz. Puesto que ¢'(z) = senz y ¢”(2) = cosz, y por tanto
g(0) =4¢'(0) =0y ¢"(0) =1 # 0, se sigue que ¢ tiene un cero doble en 0.
Por tanto existe una funcién entera ¢ tal que ¢(0) # 0y

g(z) = 2%p(2), VzeC.

En consecuencia,

1 — cosz

fz)=—= z2_m<p(z), Vz € C\{0}.

zm

Luego f es una funcién regular en 0 cuando m < 2, y ademads tiene un cero
de orden 2 — m en 0 cuando m < 1. También se sigue que f tiene un polo
de orden m — 2 en 0 si m > 2.

Como quiera que

+oo n
cosz = Z (1) 22" YaeC
B = (2n)! ’ ’

se sigue que
Jr
~ (=)t

+oo
_ (_1)n 2n __ n
1—6082’——2 (2n)!z _ZWZ , VzeC.
n=1

n=1

Luego el desarrollo en serie de Laurent de f en 0 viene dado por

+o0 1
1 — cosz (-t o
n=1
Lo que pone de manifiesto que
si m < 2, entonces f es regular en 0, y por tanto Res(f,0) =0,
mientras que si m < 2, entonces f tiene un polo en 0 de orden m — 2, en
cuyo caso, puesto que
m—1

n-m=-1 & 2n=m-1 & n:T,

14



se sigue que
Si m es par entonces

Res(f,0) = 0.
Si m es impar entonces
m—+41
_
Res(fa 0) - (m + 1)|

Estudiemos el punto co. Para ello consideremos la funcién F : C\{0} —
C definida por

1

1 1 —cos= 1
F(z) = f(o) = —22 = 2™(1 — cos—).
z S z
Por lo anterior,
i

22 vz € C\{0}.

F(z)=>

n=1

(2n)!

Luego F tiene en 0 una singularidad esencial, y por tanto f tiene en oo una
singularidad esencial. Adem4s, por definicién, el residuo de f en oo viene
dado por

Res(f,00) = —c1

Como quiera que
1
m—-2n=1 & 2n=m-1 & n:§(m—1)

se sigue que

Res(f,00) = 0 si m  espar
m+1
Res(f,0) - (E}L)TQ), si m esimpar

(Como tenia que ser a la vista del ejercicio 157).

b)
zmsen(é) (meZ)

15



Claramente la funcion

m 1
f(z)==z2 sen—

es holomorfa en C\{0}. Como quiera que

—+oc0o
sen z = Z ﬂz%“ Vze C

|
—~ (2n +1)!
se sigue
+o0
1 (=) 1
sen — = nZ:O @n 1) 22T Vz € C\{0},
y por tanto

+o0 _1\n
f(z) = ZO ﬁ Zml e e C\{0).

Luego f tiene una singularidad esencial en 0. Ademads, como quiera que

m
m-2n—1=-1 & 2n=m & n:E,
se sigue que
Res(f,0) = 0 si m esimpar
Res(f,0) = % si m es par

Estudiemos la singularidad en oco. Para ello consideremos la funcién
F : C\{0} — C definida por

1 1 1 senz
F(z)=f(-) = —mSenT = .

zm
z

Por lo anterior,

+oo _1)n .
F(z) = T;O 7(2(71 +)1)! ZAtl=m,

Para m < 1, F tiene una singularidad evitable en 0, luego f es regular en
oco. Ademads, en este caso,

Res(f,00) = —c; =0

16



Para m > 1, F tiene un polo en 0 de orden m — 1, luego f tiene un polo en
oo de orden m — 1. Ademads, en este caso,

(-7

Res(f,o00) = —c1 = 0 si m es impar
Res(f,00) = —c1 = = si m es par

(Como tenfa que ser a la vista del ejercicio 157).

1
Z(l _ e2m’z)

f(z) =
Como quiera que
1-e¥m2 =0 & ™ =1 & 2rize2miZ & z2€Z

se sigue que f € H(C\Z). Dado k € Z\{0} se tiene que

1 1 1
— = — = — = 1
> k’( ) ( ) oy eQsz:ZQ'Mk ddz(eQﬂ-Z'Z)Z K 27I-,L'6271'ZI€ 2mik

Luego f tiene un polo de orden 1 en k y ademas

1
R k)=— .
es(f, ) 2mik
Como quiera que
. 9 o z o -1 _ 1
iy =1 () = Iy 1 e = 1My vy = g

z

se sigue que f tiene un polo de orden 2 en 0. Sabemos que

. od 5 o d z o1 — ez 4 9jpe?miz
Res(£,0) = Iy Tl @) = lim Pl — | = I —— e — =
(Se aplica L’Hépital)
. —2mier™E 4 2mie?™E 4+ (2mi)2ze?TE 2miz
lim - - . = lim —A— =
20 2(1 — e2miz) 2rje2miz 20 —2(1 — e27iz)

17



m i m 1
M@z 1 T T (omiz T om 2
o0 et 2 (e2).—0

No tiene sentido estudiar la singularidad en oo.

d)
z
Z) =
fz) =5 s
Como quiera que
senmz
tgmz =
COSTZ

esta definida en C\{k+3 : k € Z} y se anula en Z, la funcién f estd definida
en

Q:C\[Zu{k+%:kez}].

Dado k € Z

. . z . zCosTZ
lim f(z) = lim = = lim =
Z‘)kJF% ZHkJF% cosTz ZHkJF% senmz

(k+%)cos(k+%)7r_(k+%)0_0
sen(k+4)r  (=DF 7

Luego f presenta en k + 3 una singularidad evitable. Dado k € Z\{0}

. . . 1
;Er]lg(z—k)f(z) = iliI}CZCOSﬂZW = ;En ZCOSTZ o =
z—k z—k
1 kcoskm k
k cos km = =

%(senﬂz)zzk T Tcoskr

Luego f tiene un polo de orden 1 en k y

k

Res(f, k) = —.

T

En k£ = 0 se tiene que
. . ZCOSTZ . cosTz cos 0 cos 0 1
lim f(z) = lim = lim = — = = —.
z—0 z2—0 senmz z—( 2ERLTZ —(sen 7TZ) —0 mcos( i
z dz z=

18



Luego f tiene en 0 una singularidad evitable.
No tiene sentido estudiar la singularidad en oco.

1) ==

Es claro que f € H(C\{0,1}). La funcién f tiene una singularidad esencial

en 0 ya que
1

1
/Hzll%z—l
A saber,
G = L emomes J(n) = £ oo
si zp, = _%v entonces f(zp) = % - 0
Puesto que
L X1
GZ:ZEZ_M vz € C\{0}
n=0
y
1 _ _ Z vz € D(0,1),
z2—1 B - :
se tiene que
+00
11 LY &
o= (-0 (E45) - 5 (x 4)+-
n=0 k=—0c0 \m—n=k

(Como quiera que 0 < m,n y m —n = k se sigue que n > maz{0, —k})

E(ENEE) - B85

k=—o00 \n=-k k=0 \n=0 k=—o00 \n=-k
y por tanto
400 1
Res(f,0) = —Z:lm =—(e—1)=1—e.
n=

19



Paraz=1

liIri(z -1 f(z) = lilrn1 e: =e.

Luego f tiene en z =1 un polo de orden 1 y

Res(f,1) =e.

Estudiemos la singularidad en co. Como f es holomorfa en C\D(0,1)
consideremos la funcién F': D(0,1)\{0} — C dada por

Como

lim F(z) = lim =

z—0

=0
z—01— 2 ’

se sigue que F' presenta una singularidad evitable en 0, y por tanto f es
regular en co. Sabemos, por (4.6), que

Res(f,00) =

1 1
Res( £(2),0).
Como

) 1 . e
lim (75 £(2)) = lim

z

se sigue que la funcion Z% f (%) tiene un polo de orden 1 en 0 y que

Res(— f(2),0) =1

z z
luego

Res(f,00) = —1
(Como tenfa que ser a la vista del ejercicio 157).

Ejercicio Propuesto 151.

Prueba que una funcion entera e inyectiva es una funcion polinomica de
grado uno.

20



Solucién. (Ver Teorema 5.7, p. 249)
Si f tuviera una singularidad esencial en oo, entonces, por la Proposicién
4.31,3), el conjunto

{f(z): |zl > 1}
es denso en C. Por otra parte, por el Teorema de la aplicacién abierta, el
conjunto

{F(2): |zl <1}

es abierto. Luego

{f(2) : [zl > 1} N {f(2) : [2] > 1} # 0,

lo que contradice que f es inyectiva. Por el Corolario 4.32, f es una funcién
polinémica. Pero como f es inyectiva, debe ser necesariamente una funcién
polinémica de grado uno.

|

Ejercicio Propuesto 152.
Supongamos que f y g son holomorfas en un entorno de un punto a; que
f(a) #0 y que g tiene un cero de orden 2 en a. Prueba que

Res (f(z);a) _, @) 2 [f(a)g"(a)

9(2) g'(a) 3 (¢"(a))?

Solucién.

Empecemos viendo que L tiene un polo de orden 2 en a. Com g tiene

g
un cero de orden 2 en a se sigue que existe una funcién ¢ holomorfa en un

entorno de a con ¢(a) # 0y tal que

2

9(z) = (z —a)"p(2). (1)

Por consiguiente

m(z—a Qf(z) = lim f(z) = f(a)
;Ha( ) g(Z) ;Ha SO(Z) QO(CL)

Ahora, por la férmula de célculo de residuos de polos, tenemos que

Res (f(z);a> — lim & [(z—a)Qf(Z)] — fim 2 [f("’)} -

9(2) zmadz 9(z)]  adz |e(z)

21



fim o(2)? =

o) ol2)

Ahora bien, derivando en (1) tenemos que

F'(2)e(z) = [(2)e'(2) _ (f’(Z) f(Z)SO’(Z)) _ f'la) _fla)¢(a)
2 2 7

9'(2) = 2(z — a)p(2) + (2 — a)?¥'(2)
§'(2) = 20() +4(z — )¢ (2) + (2 — 0)%"(2) = ¢ () = 24(a)
§"(2) = 60/ () + 6(z — )" (2) + (= — )" (2) = ¢""(a) = 6'(a)
Sustituyendo arriba obtenemos que

s (10) - L) S0 1

2
92)' ") TR T @y T ) 3 (@)

Ejercicio Propuesto 153.
Sea ) un abierto en el plano, a € Q y f una funcion holomorfa en Q\{a}.
s Qué relacion existe entre las singularidades en a de las funciones f y f'?

Solucion.
Fijemos R > 0 tal que D(a, R) C 2, y consideremos el desarrollo de Laurent
de f en el anillo A(a;0, R)

“+00

fz)= D culz—a)", Vze A(a;0,R).

n=—oo

Sabemos que la serie se puede derivar término a término obteniéndose el
desarrollo de Laurent de f’

+oo +oo
F2)= > ne(z—a)" ' = Y (n+Deaa(z —a)”, Yz € Aa;0,R).
Por tanto:

fesregularena & ¢,=0, V/n<0 <

ne, =0, Yn<1 <& f'esregular en a.

C_L 7& 0
-0 =

f tiene un polo en a de orden k & { . V< —k }

Cn

22



{
{

(—k‘)C,k
ney,
(—(k + 1) + 1)6_([€+1)+1
(n + l)cn-i-l

£ 0

0, Vn< —k

S
£ 0
= 0, Yn<—(k+1)

f' tiene un polo en a de orden k + 1.

f tiene una singularidad esencial en a

=

{n €N:c_, #0} esinfinito <
{neN:(—n+1)c_pt1 #0} esinfinito <
f' tiene una singularidad esencial en a.

Ejercicio Propuesto 154.

Sea f una funcion holomorfa en un entorno reducido de un punto a que no
se anula en dicho entorno. sQué relacion existe entre las posibles singula-

ridades en a de las funciones f y %’?

Solucién.

La siguiente tabla recoge la equivalencia entre el comportamiento en a de f

1
yde T

b oo

\ 1/f

(1)

f regular en a y

lim, ., f(2) #0

1

7 regular en a y
: 1
llng,a m 7’5 0

(2) f regular en a y % tiene un polo en a
lim, ., f(2) =0
(3) f tiene un polo en a % regular en a y
lim, _q 75 =0

f(z)

f tiene una sing. esencial en a

% tiene una sing. esencial en a
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En efecto:
(1) es consecuencia de la regla de derivacion.

(2) v (3) se siguen de la Proposicién 4.27 que caracteriza el hecho de que
una funcién f tenga un polo en a por

lim f(z) = co.

zZ—a

Ademads, como consecuencia del Teorema 4.26 que caracteriza el hecho de
que una singularidad aislada sea un polo de orden k, y de la caracterizacién
del orden de un cero (3.5), podemos completar (2) y (3) como sigue:

~ 1
(2) f tiene un cero de orden k en a < — tiene un polo de orden k en a.

1
(3) f tiene un polo de orden k en a < ()" tiene un cero de orden k en a.

(4) se sigue, o bien por exclusién, o bien como consecuencia del Teorema
de Casorati-Weierstrass.
|

Ejercicio Propuesto 155.

Sean [ y g funciones holomorfas en un entorno reducido de un punto a.
Estudiese el comportamiento en a de las funciones f + g y fg, supuesto
conocido el de f y g.

Solucion.
Fijemos R > 0 tal que f,g € H(D(a, R)\{a}).

1) f+g

Consideremos los desarrollos en serie de Laurent de f y g en D(a, R)\{a}
+oo “+o00
F2) = calz—a)", g(z) = du(z —a)"
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Es claro que el desarrollo en serie de Laurent de f + ¢ en D(a, R)\{a} viene

dado por
+o0

f(z) +9(2) = Z(Cn +dp)(z —a)".
—0o0

De aqui se sigue inmediatamente el comportamiento de f + g que refle-
jamos en la siguiente tabla, donde la primera columna es relativa al com-
portamiento de f en a, la primera fila es relativa al comportamiento de g
en a, y las demés entradas expresan el correspondiente comportamiento de
f + g en a. Por cuestiones de espacio, se ha escrito ”k-polo” para designar
"polo de orden k”.

H H regular ‘ m-polo ‘ esencial ‘

regular || regular m-polo esencial

max{n, m}-polo, si n #m

cpFd g, ycp=—dy(k<p<n)

regular, sin=myc_p,=—-d_,, (1<p<n)

n-polo n-polo k-polo, sin =m, y dk > 0: esencial

esencial || esencial esencial ?

Noétese que si f y g tienen una singularidad esencial en a, entonces f + g
puede presentar en a una singularidad de cualquier tipo, como muestran los
siguientes ejemplos:

- Si f(z) = €% y g(z) = —e'/*, entonces f(z) + g(z) = 0 es regular en
0.

-Si f(z) =€y g(2) = & - el/# entonces f(z)+ g(z) = — tiene un
polo de orden n en 0.

- Si f(z) = g(z) = e'/*, entonces f(z)+g(z) = 2¢* tiene una singularidad
esencial en 0.

2) fg

Si f=00g=0, es claro que fg = 0. Supongamos que tanto f como g
no son idénticamente nulas.

Para estudiar el comportamiento del producto, ademas de los desarrollos
en serie de Laurent de f y g en D(a, R)\{a}, usaremos las diversas carac-
terizaciones de las singularidades.
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2.1) f y g no tienen una singularidad esencial en a.

Para tratar conjuntamente a los ceros y a los polos diremos que una
funcién h € H(D(a, R)\{a}) tiene un cp (cero-polo) de orden n € Z en a si
se verifica que

hz) = (z —a)"¢(2), Vze D(a, R)\{a},
para conveniente ¢ € H(D(a, R)) con p(a) # 0.

El caso en el que h es regular en a y su extensién holomorfa } tiene un
cero en a de orden k > 0 corresponde a la situaciéon n = k. El caso en el
que h es regular en a y ﬁ(a) = ( corresponde al caso n = 0. El caso en que
h tiene un polo de orden p > 0 en a corresponde a la situacién n = —p.

Escribamos

f(z) = (z—a)"(2), v 9(2) = (z —a)™(2), Vze€ D(a,R)\{a},

para convenientes n,m € Z'y ¢, € H(D(a, R)) con ¢(a) # 0y ¢(a) # 0.
Es claro que

f(2)g(2) = (z = a)" " p(2)¢(2), Vz € D(a,R)\{a}.

De aqui se sigue el comportamiento de fg en a:

- fg es regular en a y su extension holomorfa tiene un cero en a de orden
n + m, en el caso en que n +m > 0.

- fg tiene un polo en a de orden n +m si n +m < 0.

2.2) f tiene una singularidad esencial en a.

Supongamos que g no tiene una singularidad esencial en a. Veamos que
fg tiene una singularidad esencial en a. Consideremos en primer lugar dos
casos particulares.

Caso Particular 1: g es regular en a y g(a) # 0.

Supuesto que existe el

lim f(2)g(z) = a € C

zZ—a

se tiene que




en contra de que f tiene una singularidad esencial en a. Luego, no existe en
Cel lim,_,4 f(2)g(2), y por tanto fg tiene una singularidad esencial en a.
Caso Particular 2: ¢g(z) = (z — a)™ param € Z.

Sea

+oo
f2) =D enlz—a)"

el desarrollo en serie de Laurent de f en D(a, R)\{a}. Es claro que

—+00

F(2)g(2) = ealz — )™t

—00

es el desarrollo en serie de Laurent de fg en D(a, R)\{a}. Por tanto fg
tiene una singularidad esencial en a.
Caso General: Sabemos que

g(z) = (z - a,)m(p(z)’ Vz € D(av R)\{a}v

para convenientes m € Z'y ¢ € H(D(a,R)) con ¢(a) # 0. Teniendo en
cuenta los dos casos particulares anteriores se sigue que

f(2)g9(2) = f(2)(z —a)"¢(2)
tiene una singularidad esencial en a.

Notese que si f y g tienen una singularidad esencial en a, entonces fg
puede presentar en a una singularidad de cualquier tipo, como muestran los
siguientes ejemplos:

- Las funciones f(z) = e'/* y g(z) = # tienen una singularidad esencial
en 0,y f(2)g(z) =1 es regular en 0.

- Dado un ntimero natural n, las funciones f(z) = e'/* y g(z) = z"e+/z
tienen una singularidad esencial en 0, y f(z)g(z) = Z% tiene un polo de
orden n en 0.

- Las funciones f(z) = 2/* y g(z) = # tienen una singularidad esencial
en 0,y f(2)g(z) = e'/* tiene una singularidad esencial en 0.

|

Ejercicio Propuesto 156.
La funcion f es holomorfa en un entorno del punto a y la funcion g tiene
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un polo de orden m en el punto f(a). ;Cdémo se comporta en el punto a la
funcion compuesta go f? ;Qué ocurre si g tiene una singularidad esencial
en a?

Solucién.

Nétese que si f es constantemente f(a), entonces el ejercicio no tiene sentido.
Supondremos por tanto que f no es constantemente f(a). Por el Principio
de Identidad, podemos ademéds suponer que f(z) # f(a), Vz € dom(f).
Puesto que g tiene un polo de orden m en f(a) sabemos que

wg%)(w — f(a))"g(w) = a € C\{0},

y por tanto, por continuidad de f en a,

lim (f(z) = f(a))"g(f(2)) = o € C\{0}.

zZ—a

Escribiendo

(= — a)"g(F(=)) = (m)m (f(2) - F@)™g(F(2)

caemos en la cuenta de que si f'(a) # 0, entonces

lim (= = @)"g(f()) = o € CVO},

y por tanto a es un polo de orden m de go f.
Supongamos ahora que f’(a) = 0. Sea n el orden del cero en a de la
funcién f(z) — f(a). Entonces,

f(2) = fa) = (z = a)"¢(2)

donde ¢ es una funcién holomorfa con ¢(a) # 0. Puesto que

(z—a)™g(f(2)) =

1 m .
o) (f(z) = fa)"g(f(2))
converge a o

cuando z — a, se sigue que a es un polo de orden mn de g o f.
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Supongamos ahora que g tiene una singularidad esencial en f(a). Fi-
jemos R > 0 tal que D(f(a),R)\{f(a)} C dom(g). Por el Teorema de
Casorati-Weierstrass, para todo r con 0 < r < R se verifica que

{g(w) : 0 <|w = f(a) |[<r} =C.

Para cada entorno abierto U de a contenido en dom(f), por el teorema de
la aplicacién abierta, f(U) es un entorno abierto de f(a), luego existe r con
0 <r < R tal que D(f(a),r) C f(U). Por lo anterior,

C=g(D(f(a),r)\{f(a)} € g(FU)\{[f(a)},

y por tanto (gof)(U\{a}) es denso en C. Ahora, por el Teorema de Casorati-
Weierstrass se sigue que g o f tiene una singularidad esencial en a.

Ejercicio Propuesto 157.
Justifica que la suma de los residuos de una funcion racional, incluyendo el
residuo en oo, es igual a 0.

Solucién.
Sea R(z) = ggz; una funcién racional, en la que podemos suponer que P

y @ no tienen factores comunes. Sean aj,as,...,a, las raices de Q(z), y
escribamos la descomposicién en fracciones simples de R

A A g
+Z( LA o L > (2)

c—an (e ap) (z — a)™

donde C(z) es el polinomio cociente de la divisién de P(z) por Q(z), y m
es el grado de la raiz a; de Q(z). Sea

M =max{|ax |: 1 <k <n}

y fijemos p > M. Por definicién

Res(R(z),00) = — % o )R(z) dz.
P

Teniendo en cuenta la descomposicién (2) tenemos que

n

Res(R(z),00) = —L, C(z)dz — Z (L /C(O | Apa dot
P

2mi Jeo,0) pt 2mi z— ag
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1 A 1 A,
— %dz—i----—i-—./ _Lhme g )
2mi Joo,p) (2 — ar) 210 Joo,p) (2 — ag)™

Como C'(z) es una funcién entera, por el Teorema de Cauchy,

1
— C(z)dz = 0.
21 Je(o,0)

Por la férmula general de Cauchy para las derivadas

1 A
— L gs = Ay
21 Jo(o,p) # — ak
' 1 A 1 A
e [ AR ol [ A g
21 Jo,p) (z —ag) 21 Jo,p) (z — ag)™*
Luego

Res(R( Z Ap1.
Es claro de (2) que
Ap1 = Res(R(z),ar) (1 <k<n).

Luego

Res(R( Z Res(R

Maés generalmente, como consecuencia del Teorema de los Residuos pode-
mos probar que:

Si f es una funcion holomorfa en C salvo en un numero finito de singu-
laridades ay,as, ..., a,, entonces

ZRes ),ax) + Res(f(z),00) = 0.

Sea
M =max{|ax |: 1 <k <n}
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y fijemos p > M. Por definicién de residuo en el punto del infinito y por el
teorema de los residuos tenemos que

Res(f(),00) = 5 [ f(z)dz =~ 3" Res(f(2), ax).
k=1

271 C(0,p)

Ejercicio Propuesto 158.

Sea Q un abierto, a un punto de Q y f una funcion holomorfa en Q\{a} que
tiene un polo de orden n en a. Prueba que para |w| suficientemente grande
la ecuacion f(z) = w tiene exactamente n soluciones.

Solucion.
Como f tiene un polo de orden n en a se sigue que

Jp e H(Q) s p(a) £0 y f(z) = %, vz € Q\{al.

Como ¢(a) # 0:

D(a,r) €
Jr > 0 tal que Y
o(z) # 0, Vze D(a,r)

(lo que conlleva que f(z) #0, Vz € D(a,r).)
Consideremos la funcién

g:D(a,r) —C

definida por

{ g(z) = f(lz) si z#a

gla) = 0

Por el Teorema de Riemann g € H(D(a,r)), y es claro que
1

g(z) - (Z - a)n(p(z)

, Yz € D(a,r),

por lo que g tiene un cero en a de orden n. Por el Teorema 3.34 (Com-
portamiento local de una funcién holomorfa) 3¢ > 0 y 3U entorno de a
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contenido en D(a,r) tales que Yw € D(0,¢)\{0} existen exactamente m
puntos z € U (1 < k <m) tales que

9(zk) = w

Equivalentemente Vw : [w| > 1 existen exactamente m puntos z; € U (1 <
kE <m) tales que

1 1
flar)  w’
esto es:
f(z) = w.

Ejercicio Propuesto 159.

Sea { fn} una sucesion de funciones holomorfas en D(a, R)\{a} que converge
uniformemente en compactos de D(a, R)\{a} a una funcion f. Justifica la
veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) Si las funciones f, tienen un polo en a también f tiene un polo en a.

b) Si las funciones f, tienen una singularidad esencial en a también f
tiene una singularidad esencial en a.

c¢) Silas funciones f, son requlares en a también f es reqular en a.

Solucién.

a) Falso. Por ejemplo, si para cada n € N consideremos la funcién

fo: C\{0} = C

dada por
Lt 11
@ =1t g at -t

Es claro que {f,} es una sucesién de funciones holomorfas en C\{0} que
converge uniformemente en compactos de C\{0} y que su funcién limite es

f:C\{0} - C
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definida por
1
f(z) =e-=.
Para cada n € N, f, tiene un polo de orden n en 0, y sin embargo f tiene
en 0 una singularidad esencial.

b) Falso. Consideremos para cada n C N la funcién

fn:C\{0} = C
definida por
11
fn(z) = E ez.

Es claro que {f,} converge puntualmente a 0 en C\{0}. Veamos que la
convergencia es uniforme en compactos. Dado K C C\{0} compacto. Sea
M = max{]e%\ 1z e K}

Dado ¢ > 0, fijemos m € N : % < e. Entonces: Vn >m y Vz € K se
tiene que

11 M
[fu(2)] =|-ex| < — <&
n n

Luego {fn} — 0 uniformemente en K. Por consiguiente {f,} — 0 uniforme-

mente en los compactos de C\{0}. Claramente, todas las f,, tienen en 0 una
singularidad esencial, y sin embargo la funcién limite es regular en 0.

¢) Verdadero. Como C(a, %) es un compacto contenido en D(a, R)\{a}:
Im € N : n > m se verifica que

Fal) = 1) < 1, V2 € Cla, ).
Por tanto, si llamamos
M = maz{|f () : |z~ al = 5)
se tiene que para n > m se verifica que

Fn) < Un) = SR <14 M, V2 € Cla, ).
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Como las f,, son regulares en a, por el principio del médulo maximo aplicado
a f (la extensién holomorfa de f,, en a) se tiene que para n > m se verifica
que

R
|fn(2)|<1+M, VZ:0<|Z—Q|§§ (3)

Si f no fuese regular en a, por el Teorema del Riemann (Teorema 2.22), f
no estarfa acotada en D(a, &)\{a}. Luego, existirfa w € D(a, %)\{a} tal
que |f(w)| > 1+ M. Como {f,(w)} — f(w), se obtiene una contradiccién
con (3). Luego f es regular en a.

|
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4.7.3. Ejercicios Propuestos (pp. 188-189)

Ejerc. 160 - 177
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Ejercicio Propuesto 160.
Usando el teorema de los residuos calcula la siguiente integral:

2 1
| e o
o 14 3cos’x

Solucién.
En este caso el integrando de

2 1
1= [ e e
o 14 3cos’x

es la funcion racional

1

R(cosx,senz) = 1T 300522

luego
2 2
2241 z2—1_1 1 1
J&) = R = ) S = sy i~

+3(57)

1 11 4z

2H3ET1224) 324 £ 1022 + 3
422

Vamos a estudiar los ceros de Q(2) = 32* 4+ 1022 + 3

yA—

6 6 6 3

9 —10:|:\/100—36:—10:|:\/64:—10:|:8:—5:|:4:{—

L Wl

Luego
Q(z) = 3(2 + %)(zQ +3)=3(z — %)(2 + %)(z —iV3)(z +iV3).
Por 4.7.1 . )
I =2mi[Res(f, ﬁ) + Res(f, —%)]
i 1 (2 — J5)42
Res(f,—=) = lim (z — —=)f(2) = lim - A -

(f \/_) zaﬁ( \/g)f( ) zaﬁ 3(2’ — Lg)(z + %)(2’2 + 3)

lim ! 1z = E 4% = 1 2 =

et 0 3(2 4+ ) (22 43) i 3(25)(—3+3) 3(—3 +3)



1 =149 4
Anélogamente
1 i 1 (z + %)42
Res(f,———=)= lim (z+—=)f(2) = lim = . :
V3 e V3 i 3(z_ﬁ)(z+ﬁ)(z2+3)
1 4 1 —47
lim - iz 5 == - \/gl -
z~>743 1 3(2 — %)(2’ + 3) 1 3(—2%)(—3 +3)
1 2 12 1
i 3(-1+3) i -1+9 4
Por tanto
I—27m'[——|—l] —2m’l—7r
MG 4 T 2

Ejercicio Propuesto 161.
Usando el teorema de los residuos calcula la siguiente integral:

s
2
/ cos2¢p dy
_x 0 — 4cosyp

Solucién.

Para todo ¢ € R sabemos que

¥ fe P e 4]
2 el

cosp =

y por tanto ‘
etiv 41
2e%ip

oS82 =

En consecuencia

™ 0s2 ZH
I = / 7608 14 dSO = / 72Z22 - dz
_x D —4cosp c,1) 5 — 422_1‘1 iz
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Noétese que

£ 25 A4 1 21 1
)= = —_— = —_ =
5—45t iz 1022 —4z(2 +1) iz 22%(5z — 227 —2) i

1 A 41

i —222(222 —52+2)

Vamos a estudiar los ceros de Q(z) = 222 — 5z + 2

52516 5+v9 5£3 [ 1
= 4 T T4 T T4 T2
Luego
1
Qz) =2(= - 5)(= - 2)
y por tanto
1 21

f(z) =

i —422(z - H)(z—2)
Luego los polos de f son 0 (polo doble) y % (polo simple) y 2 (polo simple).

Noétese que ninguno de ellos es raiz del numerador. Por el Teorema de los
residuos 1
I =27i[Res(f,0) + Res(f, 5)]
Vamos a calcular dichos residuos.

Res(f.0) = lim - (:27(2) = im L1 2 +1

250 dz 0dzi 422+ 102 -4
i L 423(—422 + 102 —4) — (=82 +10)(z* +1) 1 —-10 5
m — = — = ——,
2—0 i (—422 4+ 102 — 4)2 i 16 4i

Anélogamente

14e 17
i3

= E.
Por tanto 5 17 13
Y
J=omi[—2 4 L= 227
w5t o) 12
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Ejercicio Propuesto 162.
Usando el teorema de los residuos calcula la siguiente integral:

/ ™ cos?3x
—dx
o 9 — 3cos2x

Solucién.
Para todo x € R sabemos que
eix + efi:v e2ix +1

cost = 5 = gz

y por tanto

dix
e 1
coS2r = e 2 y cos?3x = [

263im

eGix 41 2
QeQim

En consecuencia

2 2 241)
T cos“3x 223 1
o O — 3cos2x c(0,1) b — 3% :2 1z

2

Noétese que

[59]
223 1

=g
51 1 24 1
B—42tliz 1022 —42(22 +1) iz 22%(52 —222-2) i

1 A 4+1

i —222(222 - 524 2)

Vamos a estudiar los ceros de Q(z) = 222 — 5z + 2

5+v25—-16 5++v9 5+3 {
z = = = =
4 4 4

DO N[
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Luego
1
Q) =2(z - 5)(z—2)
y por tanto
1 241

i —422(z — D(z-2)

f(z) =

Luego los polos de f son 0 (polo doble) y % (polo simple) y 2 (polo simple).
Noétese que ninguno de ellos es raiz del numerador. Por el Teorema de los
residuos

I = 2mi[Res(f,0) + Res(f, %)].

Vamos a calcular dichos residuos.

d d1 241
= lim — (22 = lim — = =
Res(f,0) zli% dz (2°f(2)) zli% dz i —42z2 +10z —4
i & 423(—422 + 102 —4) — (=82 +10)(z* +1) 1 —-10 5
1m — = — = —_-——
2—0 G (—422 4 10z — 4)2 i 16 4i
Anélogamente
1 1 1 2441 1 &4+1
17
1w 17
7 % 245"
Por tanto 5 17 13
Y8
[ =2mi[—— 4+ —] = ——.
TGt o) 12

Ejercicio Propuesto 163.
Usando el teorema de los residuos calcula la siguiente integral:

[ e
——dt
_x Dcos?t + 4
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Solucién.
El integrando de

i 1
z:/ —
_x Dcos?t + 4

es la funcion racional

1
R(cost,sent) = ———.
(cost, sent) Peos?t 1+ 4
Consideremos la funcién compleja:
2 2
zZ2+1 z2-1.1 1 1
I = S ) e = 5@ a e -
(550)° +
1 1 1 1 4z 1 4z
i MELHI6? 4 i 5(et 222 41) + 1622 G 52442622+ 5
z

Vamos a calcular los ceros del denominador
Q(z) =521 +2622 +5

2 _ —26 £ /676 — 100 _ —26 £ /576 _ —26 £ 24 _ { —
10 10 10

[Sageu

Luego

Q(z) = 5(2* + %)(22 +5)=5(z+ zi)(z — )(z +iV5) (2 —iV5).

1
1/_
o Vb
Puesto que los tnicos ceros de ) dentro del disco unidad son

1 1
—i—=y i—,

V5

B

se sigue de 4.7.1. que

I = 2ri[Res(}, —i%) + Res(f, i%)].

Puesto que ambas raices son ceros simples de (), y por tanto polos simples
de f se tiene que

1 1 1 4z
Res(f,—i—=) = lim (z+i—=)f(2)= lim - , =
V5 z——ide V5 z——ide @ 5(z - z%)(% +5)
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1 —idz 12 2 1
)

i 5(=2i7=)(=5 +5) i —14+25 240 123’
y
1 1 4z
Res(f,i—=) = lim (z —i—=)f(z) = lim - ,
V5 i V5 it 1 5(2 —i—z%)(zQ +5)
L v S S B S 8
i 5(2¢%)(—%+5) i —1+25  24i 125

En consecuencia,

1 1 477 T
=i — + — = ¢ T
™l T2 T 1 T3

Ejercicio Propuesto 164.
Usando el teorema de los residuos calcula la siguiente integral:

2w 1
/ S S—
o 1bsen?t+1

Solucién.

Ejercicio Propuesto 165.
Usando el teorema de los residuos calcula la siguiente integral:

2 1
/ dz (a,b,c €R : a® +b* < c?).
0

asenx+bcosx + ¢

Solucién.
Puesto que el integrado de

2 1
I:/ dx
o asenx+bcosx+c
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es la funcion racional

1
asent +bcosx +c’

R(cosx,senz) =

consideraremos la funcién racional

241 22-1.1 1 1

f(z) = R(

) . . T 2_ 2 -
2z 2iz iz g Zzizl +b Zz_JZrl +ciz

2 B 2

a(z2 — 1) +ib(22 + 1) +2icz ~ (a +ib)22 + 2icz + (—a +ib)’

Los ceros del denominador

Q(2) = (a +ib)z* + 2icz + (—a + ib)

vienen dados por

—2ic 4 \/—4c2 —4(a+ ib)(—a +1ib)  —2icE \/—4c? + 4(a® + b?)
z = = =

2(a + ib) B 2(a + ib)
—2ic£2va? +b02—c2  —ictVal+b: -2  —ictiver—a?+b?
2(a + ib) B a+ib B a+ib '
Por tanto, los ceros son:
—c+ AV —a?-b? —c— V2 —a?-1?
z1 =1 29 =1
! a+1b vo#2 a+ b ’

y en consecuencia

Q(z) = (a+1ib)(z — z1)(z — 22).

Notemos que |z122] =1
En efecto:
l(—c+ Ve —a? = b?)(—c— V2 —a? —b?)]

l2122] = la + ib|? =

2 —(?—a® = V)]  a®+b* )
a? 4 b? a2+
Luego si uno de ellos es interior a la circunferencia unidad, el otro es exterior.
Es claro que la condicién del enunciado conlleva que ¢ # 0.
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Supongamos que ¢ > 0. Notemos que en este caso

(—c+ V% —a? —b2)? c2+c2—a2—b2—26\/62—a2—b2_

|21 ]? = 212 = 212 =
a?+b a?+b
22 — a2 — b2 —2evV/ 2 — a2 — b2
a2+ 12 '

Como ¢ > 0y es claro que V¢ — a? — b? < ¢ se tiene que
A —a® -0 =(/c2—a?-b2)? <cVe?—a? 12,

y por tanto

22 —a? - v —2(c* —a® - b))  a?+1?
| 21 |2< = =1
! a? + b2 et

Luego, en este caso
’21‘ <1 y ’22‘ > 1.

Por 4.7.1 se tiene que

I =27miRe(f,z1) =2mi lim (z — 21) f(2) =

z—21
2mi lim ( ) 2 2mi
e 1m (2 — 2 - = 4T - =
izt Y0a+ib)(z — 21)(z — 22) (a +ib)(z1 — 22)
9 2 27
YIWA = .
(a+ib)2i Y=t /2 —a? — b2

Si ¢ < 0, entonces como

22 — a2 — b2 —2cV/ 2 — a2 — b2

a? + b2

|21]? =

)

y como claramente (—c)? > ¢ —a® — b% y por tanto —c > \/c2 —a% — b2, y
se tiene que

/2 —a?2 02> (V2 —a2 -2 =% —a? - b
se sigue que

5 22 —a? — b2 +2(c2—a®—b%)  4c? - 3a® - 3V?
| 21 7> = > 1.
a? 4 b? a? 4 b?
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Por tanto, en este caso,
’21‘ > 1 y ’22‘ < 1.
Por 4.7.1 se tiene que

I =27i Res(f,29) = 2mi lim (2 — 22) f(2) =

z2—29
2 lim (2 — 2) 2 omi
7T 11Im (2 — 2 = 4Tl =
=22 a+ib)(z — 21)(z — 22) (a+ ib)(z2 — 21)
) 2 2w
211 = — .
(a+ib)2i=Yeze=t2 Vi —a? —}?

Nota: Obsérvese que no habria hecho falta volver a hacer el desarrollo
cuando ¢ < 0, bastaria caer en la cuenta de que un cambio de signo en
la integral repercute en cambiar los papeles de a por —a, de b por —b, y de
c por —c > 0, por lo que el resultado se sigue del caso ya estudiado.

|
Ejercicio Propuesto 166.
Usando el teorema de los residuos calcula la siguiente integral:
/7r 3cos’t + 2sen’t
_x 9cos?t + 4sen?t
Solucién.
|

Ejercicio Propuesto 167.
Usando el teorema de los residuos calcula la siguiente integral:

27
/ cos*™z dx
0

Solucién.
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Ejercicio Propuesto 168.
Usando el teorema de los residuos prueba la siguiente igualdad:

/%7@ —/27r el _ T (0<b<a)
o a+beosxr Jy a+bsenx \/aZ — b2

Solucién.

Ejercicio Propuesto 169.
Usando el teorema de los residuos prueba la siguiente igualdad:

™ Qt 2
/ =2 VaE 1) (0<b<a)
0

a+bceost

Solucién.

Ejercicio Propuesto 170.
Usando el teorema de los residuos prueba la siguiente igualdad:

27
dv At
/0 1 —2acosV +a?>  |a? —1] (a€R, |a #1)

Solucién.
Si a = 0, entonces es claro que

2m do 2m
I = = dy = 2m.
/0 1 —2acos? + a? /0 "
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Supondremos por tanto que a # 0. Por 4-7.1 tenemos que

2w dv q
I= g |

donde {z1, ..., 24} son los polos en el disco unidad de la funcién

() 1 1 1 1
Z) = —_— = —_ =
1-2a5t ya2iz z-az® —ata’zi
1 1 1

—a?+ (@@ +1)z—ai a2—(a®+1)z+a
Calculamos las raices del denominador

a?+1+£4/(a®2+1)2—4a®> a®+1£4/(a2—-1)2
- o -

2a

a?+1+|a?—1]
2a N

Q= Q

Luego
i

a(z —a)(z — é)

f(z) =

Si|a|< 1, entonces el inico polo (simple) de f en D(0,1) es a, y

Res(f,a) = lim(z —a)f(z) = lim = = ,
) = (= = () = oy = o =
y por tanto
I — 97 27 27 2T
= T = — = g .
a?—1 a?—1 1—-a®> |a®2-1|

Si | a |> 1, entonces el tinico polo (simple) de f en D(0,1) es 1,y

1 1 ] 1 ]
R —) =1 - — = li = =
68(f7 a) ZI_I%(Z a)f(z) ZI_I)I% a(z — a) a(% — a) 1— a2’
y por tanto
I — 9 1 27 27 27
= 2m = — = = .
1—a? 1—a? a?2-1 |a®—-1]|
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Ejercicio Propuesto 171.
Usando el teorema de los residuos prueba la siguiente igualdad:

/2” dv o7 (lal < 1)
o (I4acos¥)? (1 q2)3 “ '

Solucién.

Ejercicio Propuesto 172.
Usando el teorema de los residuos prueba la siguiente igualdad:

dg

— = eR,|a] <1).
27 J_ 14+ a2 —2acos (¥ — ) 2(1 —a?) (a lal <1)

1 /7r cos?V 1+ a® cos 2y

Solucién.

Ejercicio Propuesto 173.
Usando el teorema de los residuos prueba la siguiente igualdad:

2
cos(nt) 27r™
dt = <1).
/0 1+ 72— 2rcos2t 1—r2 (rf < 1)

Solucién.
Notemos que si z = €%, entonces

1 1 1 1
cost = 5(2 + ;) y cos(nt) = 5(2” + z_”)’

por lo que

m cos(nt)
/0 1472 —2rcos2t /0(0,1) 1(z)dz,
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donde

1er+ 14 1 1 1 1
f(z)zl 22 21Z 1 *:f(zn"'_n)l 2 1y,
+72=2r5(z+ 3) iz i 2L+ —r(z+2)]2
1,1 1 1, 1 B
21,(,2 z")z—l—rzz—rzz—r_%(z z")—rz2+(1+r2)z—r_
1 1 1
- (2" )

a2 — (14+7r2)z+4r

Estudiemos los ceros de la ecuacion

r2—(1+7%)z47r=0

L+r2 /(14722 —4r2  14+r2£V/142r2 £ % — 42
z = =
2r

2r
L+r2£2/1-7r2)% 1+r2+£(1-1?)
2r N 2r ’
Por tanto, las raices son:
1
g1 =y 22 =T,
r
y en consecuencia
1 1 1
f(z) = —5-(&" )

2 (2 — Dy(z—r)

Luego las singularidades de f son z = 0 (polo de orden n), z = % (polo
simple), y z = r (polo simple). Por el Teorema de los residuos se tiene que

I =2mi[Res(f,0) + Res(f,r)].

Vamos a calcular el residuo de f en 0 calculando el desarrollo en serie de
Laurent de f en el anillo A(0;0,7). Descomponiendo en fracciones simples

1 _ 1 1 1 _
r(z—%)(z—r)_l—rz z—% 2—r)]

400 +oo  k
1 1 11 1 vk Ix=z
e (i) e (R ) -
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+o0
1 k1 1 k
1—1r2 (_T + PRt ) 2

k=0
Luego

L S
J@) =5+ )1 Z( kﬂ) =
+oo 1
B k+
i(1— r2 Z ( k+1) 2=
)is

1 +Z k+1+ 1 k—n
2i(1 — 12) TR )

k=0
Luego el residuo de f en 0 es el coeficiente para k = n — 1 en la segunda
serie y por tanto

1 L1
RCS(f,O) = —m <—T‘ + 7“_") .

Vamos a calcular el residuo de f en r

Rea(f, ) = lime =) = lim ~ (=" + 20t =
5 U ) e S U ) e g )
Por tanto
I'=2m _2¢(11—r2)(_rn+rin)+2i¢(rn ri”)l_lrQ =
O S ) =

Ejercicio Propuesto 174.
Usando el teorema de los residuos prueba la siguiente igualdad:

dt =r——— (0<a<]1).

/2” cos®3t a?—a+1
o l+a?—2acos2t l—a
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Solucién.

Ejercicio Propuesto 175.

Usando el teorema de los residuos prueba la siguiente igualdad:

2
/ Mdm:(—l)”i (n € N)
o 9+3cosx 2.3"

Solucién.
7 /2” cos(nx) dr — R /2” cos(nx) da + ,/2” sen(nx) d
= —————dx = Re ————dxr +1 ————dx| =
o 9+3cosx o 9+3cosz o 9+3cosx
27 ; 27 ; n
Re/ cos(nx) + isen(nx) dr — Re/ (cosz + isenz) _
0 5+ 3cosx 0 5+ 3cosx
Re/ ziﬂ—dz:Re—/ 2z—d2’
c(0,1) 5+ 35 iz i Jo(,) 322 + 102+ 3

Puesto que las raices del polinomio 3z% + 10z + 3 son

—10+,/100 —36 —1018_{ —1
6 6

se tiene que

1
322 +102 +3=3(2 + )z +3).

Por el Teorema de los residuos

2 2" 1
I=Rel|Z2miRes(———— )| =
e[i T TP 3)}

2" 1
Re |47 Res ,—=)| =
(3(2—1-%)(2—1-3) 3)]
1 n
Re |47 lim (24 o) - =

et 373(z+ 5)(2+3)

51



n —1\n =" n

_— T _1

Relar tim 2| —ar GV D
—13(z 1 3) 3(—1+3) 35 T 23n

Ejercicio Propuesto 176.
Usando el teorema de los residuos prueba la siguiente igualdad:

2T (1 + 2cost)"cosnt 27
dt = — (3 —Vv5H)" .
/0 3+ 2cost \/5(3 VB (neN)

Solucién.
Puesto que

cos(nt) +isen(nt) = ™ = ()" = (cost + isent)"

se tiene que

I_/27r (14 2cost)*cosnt g —
—Jo 34+ 2cost N

Re [/2” (14 2cost)™cosnt dt—l—i/% (14 2cost)*sennt at| =
0 0

3+ 2cost 3+ 2cost
27 -
(142 t) t t
Re / +2cost)"(cosn —I—zsenn)dt:
3+ 2cost
dt =

R / (1+2cost)"(cost +isent)”
e
0 3+ 2cost

1+2z+1nn 1 2 1)"
Re/ A+25 )" 1, _Re_/ Frer )",
coy 3+25E iz co1) % +3z+1

Puesto que las raices del polinomio 2% + 3z 4 1 son

_ =3+/0-4  -3+.5

2 - 2

se tiene que
P2 4324+1=(2—2)(z - 2),

donde
—3-|—\/g —3—\/5
AT Ty Y ARTE T
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Nétese que z1 pertenece al disco unidad, mientras que z9 < —1, y por tanto
no estd en el disco unidad. Por el Teorema de los residuos
(22 +z+1)"

e R

1
I = Re [; 2mi Res(

Re [277 lim (2 — 2y) &2 D" }:

z—z1 (z —21)(2 — 22)

Re [QW 4('2% At 1)”} -

21 — 22

(35"

27
V5
|
Ejercicio Propuesto 177.
Usando el teorema de los residuos prueba la siguiente igualdad:
2m
2
/ cos (nt — sent)el®t) dt = =l
0 TL'
Solucién.
|
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4.7.5. Ejercicios Propuestos (p. 211)

Ejerc. 178 - 188

o4



Ejercicio Propuesto 178.
Calcula por el método de residuos la siguiente integral:

/+OO .’IJ2 4 3
dx
oo (22 1) (22 +4)

Solucién.

Ejercicio Propuesto 179.
Calcula por el método de residuos la siguiente integral:

+oo dx
/ ﬁ (a,b,cER, b2 <4ac)
oo QT X C

Solucién.

Ejercicio Propuesto 180.
Calcula por el método de residuos la siguiente integral:

/+OO $2+CC+1
dx

oo T4 2241

Solucién.

Ejercicio Propuesto 181.
Calcula por el método de residuos la siguiente integral:

/—
de
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Solucién.

Ejercicio Propuesto 182.
Calcula por el método de residuos la siguiente integral:

+oo (L‘2
dx
/_OO (2 4+ 1)(22 4+ 22+ 2)

Solucién.
Llamemos

Plz)=2* y Qz)=(2*+1)(z®+ 2z +2).
Calculemos los ceros de Q.
2’ +1=0 & zti

—2++4-8 —2:|:22'_{ —1+4

2 _ _
r4+2rx+2=0 & z= 5 2 1

Luego
Q)= (x—i)(z+i)(z—(-141))(x+1+1).

Es claro que
1) Py @ no tienen factores comunes,
2) gr(Q) =4 2= gr(P)+2,
3) Q(z) #0, VzeR.

Por 4.7.4 tenemos que

+oo P(x)
o Q@)

= 2m es P(z)z esiz) — 1
dz = 2 [R (e i)+ Bes(gry —1 1)

Claramente ¢ y —1 + ¢ son polos simples de 58 y

PG G im(z —1 Pe) _ im 2 _
res (Gg1) = me =0 gy = im ey -
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~1 ~1 ~1 442 2+

2i(—14+2i+2) 2i(1+2) —4+2i 20 10
' P(2) P(2)
z z
Pl2) D\~ oy (14 _
Res <Q(z)’ + 2) ZHIEI11+Z'(Z (—1+ 2))Q(z)
, 22 —2i -1 —(1 + 24) 2+4i
llm - g - e i = — .
o1t (22 4+ 1)(z4+14+4) (1—20)20 1—2 5 10
Luego
oo x? 2+ 244
5 5 de =2mi | —— — =
oo (@2 H+ 1) (22 + 22+ 2) 10 10

Ejercicio Propuesto 183.
Calcula por el método de residuos la siguiente integral:

+o00 (L‘2
[ @raps >0

Solucién.

—+o00 272 “+o0 1 —4.56
I= Y dr= B S )
/oo @rap” /oo< @

Integrando por partes podemos simplificar el integrando. En efecto, lla-
mando

u:—ix y dv= ﬁdw,
se tiene que
du:—ldx y UZ*.
(2% 4 a?)?
Por tanto,
~ly oo 1




0+1/+oo dr _1 /+oo dax B
4 ) o (@2+a?)? 4 ) o (z—ai)(z+ai)?

(por 4.7.4)

1. 1 ) T d [ (z—ai)?
— 2 _— = — 1' —_— _— g
1 Res((z2 +a?)?’ ai) 2 e dz [(22 + a?)?
e . d 1 e I -2
— lim — | —— | =% lm —— =
2 z—ai dz (Z =+ ai)2 2 z—ai (Z + ai)3
T —2 T T

2 (2ai)3 ~ 8a3(—i) 8d3

Ejercicio Propuesto 184.
Calcula por el método de residuos la siguiente integral:

+o00 1
[T
0 X +1

Solucién.
Como el integrando es una funcién par se tiene que

too g 1 [t 1
I:/ — d:c:—/ ——dx =
o x0+1 2 ) o 2641

1. & 1
5 2711 ZlReS(ZG—H,Zj),
J:

(por 4.7.4)

donde z1, ..., 2z, son los ceros de 2% 4+ 1 en el semiplano superior. Los ceros
de 25 + 1 son las seis raices sextas de —1, esto es

—1) + 2k 1) 4 2%
2 =| =115 (cos arg(=1) F2KT ;oo ATITL) + 2hm %) =
6 6
2k 2k . 2k
coS u +’I;S€nu — el +§k (k 6 {O, 1, ,5})

6 6
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ok z1=¢€'"6 =¢e'2 =4, z=clt = @—I—i%,
23:ei%: @ z%, 24—619?:ei37w:—1, z5:e’HTW:§—i%.
En consecuencia,
I'= i | Res( g z0) + Res( . z1) + Res( )
=mi |Res z es z es 22)| .
Z6+1’0 ZG+1’1 Z6+1’2
Puesto que cada z; es un polo simple de Z6—{H se sigue que
1 . 2=z
Res(— ). ) = lim S
(por L’Hopital)
1 1 ;
lim — = — ZJG __a,
z—zj 62° 627 627 6
Por tanto
i | V3 1 V3 1 i s
[ = —— = | (= Z _ _ = 9 ==
6[z0+21+22] 5 (2 +22)+2+( 5 +i-) sa=3
|

Ejercicio Propuesto 185.

Usa el método de los residuos para probar la igualdad siguiente:

/+OO ! ! d (1+1) ! (a>0,b>0,c#0)
r=7(—+-)—5—— (a c

o T2+ a2 (z—c)?+ b2 a b (a+b)2+c2 ’ ’

Solucioén.

Llamemos

e 1 1
I= d
/Oo 22+ a?(x—c)2+ b2 v

y calculemos las raices del denominador del integrando

x2+a2:0 s 22=-a? & z=+a
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y
(x—c)?+b*=0 & (x—c)?’=-b & r—c=+bi & z=c=+bi.
Luego las raices del denominador en el semiplano superior son
at 'y c+bi
Por 4.7.4, la integral del enunciado vale
I = 27i[Res(f,ai) + Res(f, c+ bi)]
donde

1 1

fl2) = 224+a? (z — )2+ %

Notemos que

1 1 1 1
. o g _ Lt r
ZLH;Z(Z ai)f(z) a2 + ai (z—0)?24+b% 2ai (ai —c)?+ b2’

por lo que ai es un polo simple de fy

1 1
Res(f,at) = i W= T I
Anélogamente,
lim (2 — (c+bi)f(z) = lm ———b— =
z—ctbi z—ctbi 22 +a? z — (¢ — bi)
1 1 1 1

(c+bi)2+a2 (c+bi)— (c—bi) (c+bi)2+a2 2bi°
por lo que ¢+ bi es un polo simple de f y

1 1

ReS(f,C + bl) = m 2—[)2

En consecuencia,

1 1 1 1
[=2mi | — — | =
™ [2@2‘ @i— 2 +0 et ta 2bi]

1 1 n 1 1
™ - — =
a (ai—c)2+b02  (c+bi)2+abd
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1 1 1 1
" [5 —a? + b + % — 2aci * a? — b% + % + 2bci E] B
1 —a?+b%+ 2+ 2aci . a2 - +c2 -2 1
a (—a? + 0%+ c2)2 +4a?c2  (a® — b2+ 22+ 4022 b

Llamemos
A=a?+b+,

por lo que
A? = (a® + b2+ A)? = a* +b* + * 4 2070 + 2622 + 2022,

y notemos que ambos denominadores coinciden y se escriben en funcién de
. En
A. En efecto,

(—a? + 0%+ A)? +4a%P = a* + b 4 ¢t + 2022 — 2020 + 2022 = A% — 4a%V?,

y también
(a® = b* 4+ )2 + 4b*c? = A% — 4a®b%.

Luego

a A2 — 4a2ph2 + A2 — 4a2p2 b

7 [1 —a2+ b2+ +2ci a?—b2+c%—2bci 1
=T p— —_—

1 A—2d° N A—20> 1] bA —2a*b+aA —2ab*
a A2 40202 T AZ 422 b| ab(A? — 4a?b?)
(a+b)A —2abla+b) (a+ b)(A — 2ab)
ab(A? — 4a2b2) m ab(A — 2ab)(A + 2ab)
a+b 1 a+b 1 1 1 1

ab A+2ab " ab (a+b)2—|—c2_W(E+E)(a+b)2+02'

Ejercicio Propuesto 186.
Usa el método de los residuos para probar la igualdad siguiente:

+00 1 1'3"'(2n—3)
/0 md%:WQnGanl(n_l)! (a>0,n22)
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Solucién.
Puesto que la funcién del integrando es par

s +o00 1 J 1 +o00 1 p
_/0 (22 + a?)" x_§/_oo (2% 4+ a?)" v

Por 4.7.4, teniendo en cuenta que z? + a* = (z — ai)(z + ai), se tiene que

1 1 1
I = —27i Res 7,0,1' = 7i Res 7,0,1' .
2 (22 +CL2)" (2’2+CL2)"

Como ai es un polo de orden n de la funcién

1
(2’2 + a2)n’

sabemos que

B 1 No b dnfl(_,)n 1 B
N ") T o Dl emaident |V 2 e T

Lo dn! 1
——— lim .
(n—1)! z=ai dz""1 | (2 + ai)”
Notemos en este momento que dados n € N y a € C, la derivada k-ésima de
la funcién

viene dada por

n+k—1)! 1
M) = e

como se puede ver facilmente por induccién. En consecuencia,

a ! 1 e (2n—2) 1
dzn—1 |:(z—|—a2)":| _( 1) 1 (n_l)! (24_@2‘)2“*1'

1 N1 [ @n—2) 1 B
Res (m,az> RCES Zlﬂal, [( -t e e




Puesto que i2"~1 = 272§ = (;2)"~1j = (—1)""1i se sigue que

Res <; ai) = (2n — 2)! .
(22 + a?)’ [(n — 1)!]222n—1g2n—1;
Ahora,teniendo en cuenta que
(2n —2)! =
[Producto de los pares < 2n — 2][Producto de los impares < 2n — 3] =
2"~ 1(n — 1)! [Producto de los impares < 2n — 3]

se sigue que

(n—1)12nq2n=14’

Res <; m.) 135 (20— 3)
(

y en consecuencia
1.3 .- (2n — 3)
(n—1)!12ng2n—1"

Ejercicio Propuesto 187.
Usa el método de los residuos para probar la igualdad siguiente:

/+°° da  w(a+2b)
Coo (@24 a?)(z2 +02)2 2ab3(a + b)?

(a>0,b>0)

Solucién.
Llamemos

I /+oo dax
- o (IE2 + a2)(x2 + b2)2’

y notemos que

2 4a®=(z—ai)(z4ai) y 22 +b*= (2 —bi)(z + bi).

Supongamos en primer lugar que a = b. Por 4.7.4.

I /-l-oo dx B /—l—oo dx B
e (@24 a?)(22+02)2 o (22 +a?)3
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. 1 .
271 Res <m, ’LG/> .

Puesto que ia es un polo de orden 3 de la funcién m se tiene que
1 d? 1 d? 1
I =2ri— lim — —ia)P———| =i lim — |——— | =
7TZ 2! zl—>nz‘1a d,22 |:(Z ZCL) (22 + a2)3:| 7TZ zl—>nz‘1a d,22 |:(Z + ia)3]
o 12 12 37 m(a + 2b)
w1 lim =T = =

e (z +ia) " (2ia)  8a®  2ab3(a+ )2

Supongamos ahora que a # b. Por 4.7.4.

1

1 (224 a?)(22 + b2)2’ib>} '

Fra) (21 b2)2’m>

I =2m3 [Res ( + Res <

Puesto que la funcién m tiene un polo simple en ¢a y un polo

doble en ib se tiene que

Res ! ia | = lim z—la =
(22+a2)(z2—|—b2)2’ T Sl (22 4 a?) (22 + b2)? -

1 1
li =
i (z +ia)(22 +b2)2  2ia(a® — b2)?’
' i, ity
1 zZ—1
ib) = lim — =
Res <(z2 T a2)(z2 +62)2"" > I T )
5 —42% — 2ibz —2a*> 6% — 2a°
i (22 + a2)2(z +ib)®  8(a? — b2)263(—i)
Luego
I o 1 N 6b% — 2a? _
T 2ia(a? — 02)2 " 8(a2 — 0223 (—0)|
1 B 3v? — a? 20— (32 —aP)a
" a(a? —v2)2  2b3(a? —b2)2| 4 2ab3(a? — b2)2

m(a+2b)(a —b)?  w(a+2b)
2ab3(a? — b2)2 2ab3(a + b)%’
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Ejercicio Propuesto 188.
Usa el método de los residuos para probar la igualdad siguiente:

/+00 z° d :37T\/§ (a>0)

oo (x4 at)? v 8a

Solucién.
Se empieza simplificando la integral mediante una integracién por partes.
Ya que
+00 6 +00 3
T 1 —A4z
I= dr = ——x dx,
/_Oo (z* + a*)? /_Oo 47 (z* +a)?
llamando 3
14 —A4zx
U=——2x dv = dx
TR (z* + at)?
se tiene que
1
du = — =22 dz v = ,
Y z* +at
y por tanto
+
%‘,LB > +oo %12
74 + at oo T+ at

3 +o0 $2 3 +o0o 562
0+ - ——dr=- —dx.
+4 /Oo R 4/ v

Nétese que los ceros de z* + a* son

a

V2

+ L (1+4) vy £ -(—1+1),

V2

ya que

(z — ﬁ(_l +1i))(z + E(_l +14))(z —

Estamos en condiciones de aplicar 4.7.4, y por tanto

2 2

% (1 +1)) + Res(

z a
2 +at’ 2

3. . z
_[21271'2 RGS( m,ﬁ—
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Puesto que

Res(—p (4 1) = lim (s = S (141) o
€S — 1)) = 11m Z— —= 7 =
2 +at’ 2 28 (14i) V2 24 +at
52
lim 55 v N =
2= 2 (144) (2% +ia?)(z + E(l +1))
ia? _ \/5
2ia22%(1+i) 4a(l+1)’
y
22 a 22
Res ,—=(—141)) = lim z——(—1+1 =
(Z4+a4 x/i( ) w%(—m‘)( \/5( ) z4+at
52
lim =
2— 2 (—14i) (2 + %(—1 +1))(2%2 — ia?)
—ia? _ \/5
255 (=1 +i)(—2ia?) ~ da(—1+14)’
se sigue que
;3 V2 N V2 C3mi V2 1 1
2 |4a(1+14)  da(—1+1) 2 4da [1+¢ -1+
3v/2mi (—i) 3V 27
—1) = .
8a 8a
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4.7.7. Ejercicios Propuestos (p. 215)

Ejerc. 189 - 196
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Ejercicio Propuesto 189.
Calcula por el método de residuos la siguiente integral:

/+°°xsen3x
P9 &
0 X +9

Solucién.
Como el integrando es una funcién par tenemos que

1 [t 3
/ T sen xdm

==
2 J_o 2249

Puesto que por 4.7.6 tenemos que

+00@6dem_ i) y Res (P(z) e z-)
Qe R (G s )

donde {z1,...,24} es el conjunto de los ceros de @ en el semiplano superior,
y puesto que los ceros de 22 + 9 son z = £3i, se sigue que

1 3iz
I==1Im |2miRes | =— 3i)]|.
2 2249

Puesto que 3i es un polo simple de la funcién
ze3iz
22 +9’

se sigue que
3iz iz
Res ( “¢ 32‘) = lim (2 — 3i) 2

2249’ z—3i Z2+9:
. ze3% 3ie e 9

lim - = — = —

2—3i 2 + 31 61 2

Por tanto 0
1 - 1
I =—1Im(2mi e_) = —me Y.
2 2 2
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Ejercicio Propuesto 190.
Calcula por el método de residuos la siguiente integral:

/+°° cos 2x
——— 5 dr
0 X —2.’1,'+2

Solucion.
iOjo que la funcién no es par! ;jes una errata?
Vamos a calcular

40 9 +o00 12%
/ 032 pe [/ &
o T4—2x 42 oo TE—2x+2

Llamemos

y notemos que

24++/4—-8 242 .
= =1=+1

2
-2 2=0 & =
z z+ z 5 5 ,

por lo que
Q(z) = (z = (1+14)(z — (1 —1)).

Puesto que en nuestro caso

A=2>0,

P y @ no tienen factores comunes,

gr(@Q)=2>gr(P)+1

Q(z) #0, VzeR
se sigue de 4.7.6 que

+oo 62223 6222
/ _ gr=2miRes——14+i]).
o T2 =21 +2 22 —22+42’

Puesto que

ez2z ezQz
Res|—"— 14i) = 1 (14 =
63<z2_2z+2’ “) G D Py s Py s
ei2z ei2(1+i) ef2+2i 672(008 2 & isen 2)
i—ltiz—(1—i)  (1414)—(1—19) 20 2i
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se sigue que

+o0 etz T
/ ——— 5 dr = — (cos2 +isen 2),
o T2 —2x 42 €2

y por tanto

oo cos 2 T
-5 dr = — cos 2.
oo T2 =242 €2

Ejercicio Propuesto 191.
Calcula por el método de residuos la siguiente integral:

/+°° cos 4x
T T o dx
0 x* 4+ bxs + 4

Solucién.
Como la funcién del integrando es par se tiene que

7 /+°° cos 4x d
prg B e — x pry
o rt4+5bz24+4

1 +o00 4 1 +00 dx
_/ %du@:_&/ S A N
2 ) o x*+bz?+4 2 coo T+ 52244

Estamos en condiciones de aplicar 4.7.6 ya que

542516 —513_{ ~1

4 2 2
5 4=0 & =
zZ°+9z° + z 5 5 4

y por tanto
Q) =2 +5224+4=(2+1)(2*+4) = (z —i)(z +1)(z — 20) (2 + 20).

Luego

1 . 6142 . 6242 .
I = 5 Re |:27T’L <R€S(m,l) =+ RCS(m,2’L)):| .

Calculemos estos residuos

ei4z ei4z
Res(— & Ay . _
68(z4 +522 + 4’2) ZIL%(Z i) (z—1i)(z+1)(22+4)
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6@42 —4 —4

li = -
i (z+i)(22+4)  2i(—1+4) 6
y . ,
ez4z ez4z
Res(——=——,2i) = i — 2
sCrprra ) = MG -2 e e
oidz o8 o8
lim — = - = .
2=2i (224 1)(z+2i) (4414 —12i
Luego

1 1 1 o1 1
I=-Re |2mi ([ ——— )| == (= — —).
2 [ ™ <e46i e8l2i>} 2 (3ot ~ Ges)

Ejercicio Propuesto 192.
Calcula por el método de residuos la siguiente integral:

T rsenx
g dx
o (*+4)

Solucién.

Ejercicio Propuesto 193.
Calcula por el método de residuos la siguiente integral:

T rsenx
— - dr
0 X +1

Solucién.
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Ejercicio Propuesto 194.
Calcula por el método de residuos la siguiente integral:

+oo cosx
RSV dzx
0o (P+z+1)

Solucién.

Ejercicio Propuesto 195.
Utilizando el método de residuos prueba la siguiente igualdad:

T costx T _
/OO md.’ﬂ:ﬁ(l‘f—at)e at (a>0,t>0)

Solucién.

Ejercicio Propuesto 196.
Utilizando el método de residuos prueba la siguiente igualdad:

—b

+oo oS x T e e
dr = _—— — b 0,6 >0
/0 (22 + a?)(2? + b?) v b2—a2( a b ) (@#ba>0b>0)

Solucién.
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4.7.10. Ejercicios Propuestos (p. 219)

Ejerc. 197 - 203
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Ejercicio Propuesto 197.
Usando el método de residuos calcula la integral siguiente:

oo sen(A\x)
————5~dr (A>0 0
/0 z(z? + a?) v (A>0,a>0)

Solucién.
Como la funcién del integrando es par se tiene que

I:/Jroo 86721()\30)2 dle/ﬂ)o sen(Az) .
o x(2?+a?) 2 ) o x(2?+a?)

Puesto que A > 0 y los polinomios
P(z) =1y Q(z) = 2(2* + a®) = 2(2 — ai)(z + ai)

verifican

1) no tienen factores comunes

2) gr(Q) =3 > gr(P)+1

3) @ tiene un cero simple en 0 que es un cero de sen (Azx)
se sigue de 4.7.8 que

oo sen(Ax) B . P(2) i, . , P(z) ix.
/_OO mdw-]m QWZRGS(Q(Z)G ,az)—l—mRes(Q(z)e ,0)] .

Calculemos estos residuos

P ) 1Az
Res( (2) e ai) = lim (z — ai)ei =
Q(z) z—ai z(2% + a?)
etrz e—Aa e—Aa
lim S = s =~
z—ai 2(z + ai)  ai2ai 2a?
Y A
P ] Xz
Res(ﬁ % 0) = lim —_— =
Q(z) =0 2(22 + a?)
eirz 1
lim —— = —.
0221 a2 a2
Luego

+0o0 sen(Az) ] e~ 1
/OO md.’ﬂ:]m |:27T’L (— 20,2 > +7TZ¥:| =
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Ejercicio Propuesto 198.
Usando el método de residuos calcula la integral siguiente:

[t

Solucién.

Ejercicio Propuesto 199.
Usando el método de residuos calcula la integral siguiente:

/+°° cos T
—~ dx

Solucién.

Ejercicio Propuesto 200.
Usando el método de residuos calcula la integral siguiente:

T rsenmax
[ g,
oo T-—Dx+6
Solucion.
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Ejercicio Propuesto 201.
Usando el método de residuos calcula la integral siguiente:

too A 1
/ SCnAT 5 dz (a >0, b? — 4ac < 0)
r axr?+bxr+ec

—00

Solucién.

Ejercicio Propuesto 202.
Usando el método de residuos calcula la integral siguiente:

o senx
—— dx
oo X(x? —72)

Solucién.

Ejercicio Propuesto 203.
Usando el método de residuos calcula la integral siguiente:

+0o0 sen T
[ == L

Solucién.
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4.7.12. Ejercicios Propuestos (p. 222)

Ejerc. 204 - 210
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4.7.15. Ejercicios Propuestos (p. 230)

Ejerc. 211 - 216

78



4.7.18. Ejercicios Propuestos (p. 233)

Ejerc. 217 - 223
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4.7.21. Ejercicios Propuestos (p. 239)

Ejerc. 232 - 263
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Ejercicio Propuesto 238.

Integrando la funcion ' '
eBzz — 3% 19
23

f(z) =

a lo largo de la mitad superior del anillo A(0;e, R) deducir que

/+oo senx\3 3T
( > de = —.
0 X 8

Solucion.

Llamemos I'; g al camino cerrado determinado por la mitad superior del
anillo A(0;e,R). Como f es una funciéon holomorfa en C\{0} y I'Z ,, esta
contenido en C\{0} se sigue que 7

I= /FE’R f(z)dz =0.

Por otra parte, denotando C'gr al camino determinado por la mitad supe-
rior de la circunferencia C'(0, R) y C. al camino determinado por la mitad
superior de la circunferencia C(0,¢), y escribiendo

F&R = [5,R] + Cr + [—R, —5] —C;

tenemos que
/ f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz +/ f(z)dz — f(2)dz.
Ter [e,R] Cr [-R,—¢] Ce

Estudiemos por separado cada una de estas integrales

-Para t € [, R| tenemos que

3it it
-3 2 1
f(t) = % =3 [(cost +isent)® — 3(cost +isent) +2] =

1
e [cos®t +i3cos® t sent — 3cost sen®t —isen®t — 3cost —i3sent + 2] =

1
e [(cos®t — 3cost sen®t — 3cost + 2) + i (3cos® t sent — sen®t — 3sent)] =

sen’t
t3

a(t) —i4d
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donde se ha llamado

at) = t% (cos®t — 3cost sen®t — 3cost + 2)
y se ha tenido en cuenta que
3cos®t sent — sen®t — 3sent = 3sent (cos’t — 1) — sen®t =
—3sentsen®t — sen®t = —4sen>t.

En consecuencia,

[E,R}f(z)dZ:/ERf(t)dt:/ERa(t)dt_Z-4 /ERsengtdt,

t3

- Notemos que si | z |= R, entonces 0 < Im(z) < R, y por tanto

| 3z |: eRe(Biz) — 673Im(z) < D=1

y
| el? |: eRe(iz) _ e—[m(z) < 0 — 1,
y por tanto
|63iz—36iz+2| |€3iz|—|—3|6iz|+2
O <
1+3+2 6
R RY
y por tanto, por la acotacién basica,
6 67
dz |<K TR — = —,
| CRf(Z) Z|—7T R3 R2

por lo que fCR f(z)dz converge a 0 cuando R — +o0.

-Veamos que la tercera integral coincide con la primera.

/ f)dz= [ f(t)de =
[—R,—¢] R

(haciendo el cambio de variable s = —t)
€ R
- [ pesds= [ p(esds -
R €
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(teniendo en cuenta que f es par)

R
/ f(s)ds = f(z)dz.
€ [e,R]

- Para estudiar la cuarta integral, empecemos notando que

3iz iz
. .oer*—3e” +2
lim 2f(z) = Iy ——5—— =
or L’Hopital
p p A A
_ o 3ied® — 3ie™?
Iim ——— =
z—0 2z
(por L’Hoépital) ' ‘
) _9631,2 +3ezz -6
im—-—=— = -3.
z—0 2 2

Luego f tiene en 0 un polo de orden 1, y ademéds Res(f,0) = —3. Por tanto

fe) =+ (2)

con g una funcién entera. En consecuencia,

Csf(z)d?«’: Os%gdz—i-/sg(z)dz.

-3 ™ _3 .
/ —dz:/ —fiee’tdt:
_ Z o €€’

i
/ —3idt = —3it |7 = —3im,
0

Notemos que

y por tanto
f(z)dz = —3im +/ g(z)dz.
Ce e
Como g es continua en D(0,1) se tiene que g estd acotada en D(0,1), y por

tanto .
aM >0 : |g(z)|<M, Vze D(0,1).

En consecuencia, para 0 < ¢ < 1 se tendra, por la acotacién bésica, que
| [ 92z |< e,
Ce
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y por tanto fCE g(z) dz converge a 0 cuando € — 0.

- Juntando todos los resultados obtenidos se obtiene que

R 3t
0=Im(I) =2 (—4/ - dt> +Im | f(z)dz—
5 13 Cr

(<srm [ aa).

Tomando limites cuando € — 0 y R — 400 se obtiene que

T gendt
0=-8 3 dt + 3.
0

Ce

Despejando se obtiene que
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4.8.3. Ejercicios Propuestos (p. 251)

Ejerc. 264 - 265
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Ejercicio Propuesto 264.a)
Justifica que, excepto para ciertos valores de a (que se precisard), se verifica
la siguiente igualdad

=1 1 (n 1
Zn2—|—a2:§ ECOthﬂa’_ﬁ .
n=1

Solucién.
Teniendo en cuenta que #MQ es par en n se sigue que

n24+a2 2 4~ n2+a2 2 a? n2+a2 ]’
n=1 n=-—00 n=-—o00

n#0
Nétese que para que todas las expresiones que intervienen tengan sentido
hemos de imponer que a & Zi.
Puesto que los polinomios

P(z)=1vy Q(2)=2*+d®> = (z — ai)(z + ai)

verifican
1) Py @ no tienen factores comunes
2) gr(Q) =2=gr(P)+1

por 4.8.1 se tiene que

= 1 mcotgmz meotgmz
——— = — |Res(————,at) + Res(———=—, —a
n:ZOOnQ—i—a2 [ (z2—|—a2’ )+ (22—1—@2’ )

Puesto que los ceros de la funcién 7 cotg wz son simples, en cada uno de los

puntos ai y —ai, la funcién % es o bien regular o bien tiene un polo de

orden 1. En cualquier situacién se tiene que

mecotgTmz . ) LTeotgmz . mcotgmz
Res(—5——5-,ai) = lim (2 — ai)—5——% = lim ———— =
z¢+a z—ai z¢+a z—ai 2z -+ at
cotg wai
TG TAL _ T th(ma)
2a1 2a
Yy
mcotgTz . . Tcotgmz . meotgTz
R — 5, — = 1 _— = _ =
es( o at) Z_l)rilai(z + ai) 21 a2 m
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m cotg (—'wai) _ —mcotg (.7'('0,1') _ T coth(ra),
—2at —2ai 2a

donde se ha tenido en cuenta que

cos(iz) = coshz y sen(iz) =1isenhz,

y por tanto
1
cotg(iz) = = coth z.
i

En consecuencia,

= 1 ™
Z ——— = — coth(rma)
2 2 )
nzfoon +a a
y por tanto
o0
1 1 1 T
———— = —(—— 4+ —cothma).
nzl n2+a?2 2 ( a? + a ma)

Ejercicio Propuesto 264.b)
Justifica que, excepto para ciertos valores de a (que se precisard), se verifica
la siguiente igualdad

[e.e]

1 1 T
Z T A 9gd 13 (cotgma + cothma).
n=1

Solucién.

. Ny 1 .
Teniendo en cuenta que la expresion ——— es par en n se sigue que

e T - S I A - |
Zn4_a4_§zn4_a4_§ E—'—Zn‘l—a‘l :
n=1 n=-—oo n=—oo

Noétese que para que todas las expresiones que intervienen tengan sentido
hemos de imponer que a € Z U Zi.
Puesto que los polinomios

P(z) =1y Q(2) = z'—a* = (22— a?) (2% +a?) = (z—a)(z4a)(z—ai)(z+ai)
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verifican
1) P y @ no tienen factores comunes
2) gr(Q) = 4> gr(P) +1

por 4.8.1 se tiene que

“+00

1 T cotg Tz mceotgmz
> o= [364724 972 o)+ Res(CPITE o)
n=—oo
meotgTz . T cotg Tz }
Res(m, afl) + Res(w, —G/L)

Puesto que los ceros de la funcién 7 cotg wz son simples, y los puntos +a

. . . . t .
y +ai son ceros simples de z* — a?, se sigue que la funcién T es o bien
regular o bien tiene un polo de orden 1 en cada uno de estos cuatro puntos.

En cualquier caso se tiene que

R (wcotg Tz ) = Tim ( )ﬂ'cotg Tz I mTeotgTz
es(————,a) =lim(z —a)—F—F = lm ——m—F———5 =
24 —at’ z—a 2t —at  2=a (24 a)(22 + a?
T cotg ma us ;
———— = — cotgma
2a2a? g3 OITE
mcotg Tz L meotgmz meotgTz _
Res( A gh a) = Zl_1}n_1a(z +a) A gh Zl_l,rﬂla (z—a)(2® +a2)
mweotg (—ma)  —mweotgma T ot
= = — cotgma
(—2a)(2a?) —4a3 4g3 09 TE
meotgTmz | . LT cotgmz . Tcotg Tz
sl 24 —at ,ai) Zl_}n;@(z ai) A_ad T R (22 —a?)(z + ai
weotgmai  weolgmai L
T2 dadi - aad )
y
meotgTz ) . LTcotgmz . meotgTz
Res(———,—ai) = lim (2 4+ai)—— = lim =
( 24 —at’ ) zafai( + ai) 2t —at 5ai (22 —a?)(z — ai)
mweotg (—mwai)  —mcotg (wai) ™
= = — coth(ma
(—2a?)(—2ai) 4a3i 4a3 (ma),
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donde se ha tenido en cuenta que
cos(iz) = coshz y sen(iz) =isenhz,

y por tanto

1
cotg(iz) = = coth z.
i

En consecuencia,

= 1 7 cotg (ma) T -

nz_oo A i [ 2 2g8 coth(ma)| = 353 [cotg (ma)+coth (Ta)],
y finalmente

[e.o]

1 1 ™
Z A i 9gd 243 [cotg (ma) + coth (ma)].
n=1
|

Ejercicio Propuesto 264.c)
Justifica que, excepto para ciertos valores de a (que se precisard), se verifica
la siguiente igualdad

o0

Yot
(n—a)?  sen?ma’

n=—oo

Solucién.
Noétese que para que todos los sumandos de la serie tengan sentido hemos
de imponer de entrada que a € C\Z. Puesto que los polinomios

P(z)=1y Q(2)=(:—a)’

verifican
1) Py @ no tienen factores comunes
2) gr(Q) =22>gr(P)+1

por 4.8.1 se tiene que

+oo
Z 1 — _Res mceotgmz a
(n—a) (z—a)? ")
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Puesto que los ceros de mcotg (mz) son simples y a es un cero de orden 2 de
(z — a)?, se tiene que la funcién

meotg (7z)
(o= ap

tiene un polo de orden 1 u 2 en a, y por tanto tenemos que

Teotgmz . d gmeotgmz | . .
Res(W7 ) = lim — [( - )m = lim — [ cotgmz] =
. 2 2
lim

z—a sen?mz  sen?ma
En consecuencia,

+o0
Z 1 —7'1'2 7T2
(n—a)? sen’ma  sen?wa’
n=—oo

Ejercicio Propuesto 264.d)

Justifica que, excepto para ciertos valores de a (que se precisard), se verifica
la siguiente igualdad

— (-1 1 T
Z a2 22 +
n=0

n? + 202  2asenhma’

Solucién.
. —1)" .
Teniendo en cuenta que T(LQ—JFLQ es par en n se sigue que

+oo —+o00 +oo

1" 1 1" 1 1 1"
D T By R B g
— n°+a a —n°+a a 2 &~ n°+a
= - n#0
L1 *2"’ (- 1)y _ 11 *i (=1)"
a? 2 et n2+a2 a2 242 2 n2 4+ a?’

n=—oo

Nétese que para que todas las series que intervienen tengan sentido hemos
de imponer que a € C\Zi.
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Puesto que los polinomios
P(z)=1vy Q(2)=2*>+d®> = (z — ai)(z + ai)

verifican
1) P y @ no tienen factores comunes
2) gr(Q) =2 > gr(P) + 1

por 4.8.2 se tiene que

=X (= T cosecTz T cosecTz
= — |Res(—5———,at) + Res(—5——5—, —a1t
nzzoonz—i—cﬂ [ ( 22 4 a? ) & Res( 22 4 a? )

Puesto que a & Zi, se sigue que ai y —ai no son enteros. Como quiera
que Z es el conjunto de polos (simples) de 7w cosecmz, se sigue que ai y —ai
son polos simples de la funcion T£55€€T2 "y por tanto tenemos que

22+a?
T COSECTZ | ) T COSeC Tz . TCOSecTZ
Res(—5———,ai) = lim (2 — ai)—5——— = lim ———— =
2+ a z—ai z2¢+a z—ai 2+ al
™ ™
2ai sen wai 2a senh(ma)
y
T COSECTTZ , ) T COSECT . TcosecTz
Res(—5———,—ai) = lim (z+ai)—F5—% = lim ———— =
z¢+a z——ai z4+a z——ai  Z—al
7 cosec (—mai) -7 T
—2ai —2ai sen (—mai) 2a senh(mwa)’

En consecuencia,

n2+a?  asenh(ma)’
n=—00

y por tanto

i (- 1 N T
n?+a2 202 2asenh(ma)’

n=0

Ejercicio Propuesto 264.e)
Justifica que, excepto para ciertos valores de a (que se precisard), se verifica
la siguiente igualdad

i(—1)n_1 7r(1+1
— nt—a*  2a*  4a3 ‘senma  senhwa’
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Solucién.

Ejercicio Propuesto 265.a
Integrando la funcion
TSen az
z— a4
Z23senwa

a lo largo de la frontera del cuadrado cuyos vértices son (£1 £i)(n + 1),
donde n € N, calcula la suma de la serie.

Z(—l)n+1 sen G?’L.

n3
n>1

Solucién.

Ejercicio Propuesto 265.b

Integrando la funcion
TSen az
z— a4
Z23senwa

a lo largo de la frontera del cuadrado cuyos vértices son (£1 £1i)(n + 1),
donde n € N, calcula la suma de la serie.

(=n"
Z (2n +1)3°

n>0

Solucién.
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4.9.1. Ejercicios Propuestos (p. 265)

Ejerc. 266 - 292
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Ejercicio Propuesto 266.a)
Calcula el numero de ceros en el semiplano de la derecha del siguiente poli-
nomio

P(z) = 2% + 223 — 22 + 10.

Solucién.
P es un polinomio de grado n = 4 y el semiplano de la derecha es la regién
angular determinada por

s

T
04——5 Yy 5—5-

Consideremos la funcién ¢ : R — C definida por

P(—telz) si t<0
t — T _
o (t) { 3) si t>0

Noétese que
o(t) = P(—it) = (—it)* + 2(—it)? — 2(—it) + 10 = t* 4 2it> + 2it + 10 =

t4 410 +i(2t3 + 2t) = (¢* + 10) + 2t (t* + 1).

Pot tanto Rep(t) = t* +10 > 10, y por tanto ¢(t) # 0, Vt € R, y que
Im(t) = 2t(t? + 1) no se anula mas que para t = 0, siendo

Imp(t) <0 para ¢t <0

Ime(t) >0 para t> 0.

Estos datos quedan recogidos en la siguiente tabla

|t [Rep(t) [ Ime(t) [ o) |

t<O0 + — 4° Cuadr.
t=0 10 0 10
0<t + + 1¢" Cuadr.

Resumiendo ¢ entra en escena por el cuarto cuadrante, atraviesa el eje
real por el punto 10 (para t = 0) pasando al primer cuadrante que es por
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donde sale de escena. Por tanto un argumento continuo para ¢ viene dado
por la funcién 0 : R — R definida por

263 + 2t

0(t) = t)) = tg ——.

(1) = arg(p(t)) = arcty =
Como quiera que

lim 6(t) = lim 6(t) = arctg0 =0,

t——o0 t—4o0
se sigue que el nimero de ceros de P en el semiplano de la derecha es

nB-a) 1, . ' e
5 T o (lim 6(t) — lim 6() = 5~ +0=2.

Ejercicio Propuesto 266.b)
Calcula el nimero de ceros en el semiplano de la derecha del siguiente poli-
nomio

P(z) = 2* + 223 — 22 — 10.

Solucién.
P es un polinomio de grado n = 4, y el semiplano de la derecha es la regién
angular determinada por

s ™

Consideremos la funcién ¢ : R — C definida por

[ P(—tef3) si t<0
‘P(t)_{ 3) si t>0

Noétese que
©(t) = P(—it) = (—it)* + 2(—it)> — 2(—it) — 10 = t* + 2it> + 2it — 10 =

th =10 +4(2t3 + 2t) = (t* — 10) +32t(t* + 1).



Pot tanto Im ¢(t) = 2t(t> +1) se anula tinicamente para t = 0 y se tiene que
©(0) = —10, se sigue que ¢ atraviesa el eje real una sola vez por el punto
—10. Notemos también que

Rep(t) >0 y Imp(t) <0 para t <0 ”grande”

Rep(t) >0 y Imp(t) >0 para ¢t >0 ”grande”.

Estos datos que dan recogidos en la siguiente tabla

Lt | Reo(t) [Ime() | p(t) |
t <0 | + (|t| grande) - 4° Cuadr. (Jt| grande)
t=20 —-10 0 —10

0 <t |+ (|t| grande) + 1¢" Cuadr. (|t| grande)

Resumiendo ¢ entra en escena por el cuarto cuadrante, atraviesa el eje
real por el punto —10 (para ¢t = 0) y sale de escena por el primer cuadrante.
Por tanto un argumento continuo para ¢ viene dado por la funcién § : R — R
definida por

o(t) = { arg(e(t)) sz: t<0
=21 +arg(p(t)) si t>0

Como quiera que

: . 2t° + 2t
tlulnooﬂ(t) = til{noo arctg a_10 — arctg0 =0,
y
lim 6(t) = i 2+ arctg 2ot 2 Z Zor 4 aretg0 = —2
Jim = lim m+arctg g | = —2m +arctg0 = 2,

se sigue que el nimero de ceros de P en el semiplano de la derecha es

nB=a) L Ly o) — tim o) = 27 227 =0

= 0=2—-1=1.
2T 2T t—+oo t——o00 2 2

Obsérvese que también podiamos haber tomado como argumento con-
tinuo para ¢ la funcién 6y : R — R definida por

Oo(t) = argo((t))-
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Noétese que
Oo(t) =27 +0(t), VteR

Ejercicio Propuesto 266.c)
Calcula el nimero de ceros en el semiplano de la derecha del siguiente poli-
nomio

P(z) =2 - 23 -4z +6.

Solucién.
P es un polinomio de grado n = 6, y el semiplano de la derecha es la regién
angular determinada por

s

T
04——5 y ﬁ—;

Consideremos la funcién ¢ : R — C definida por

P(—te'z) si t<0
t) = . T _
e (t) { 5) si >0

Noétese que
o(t) = P(—it) = (—it)® — (—it)® — 4(—it) + 6 = —t% —it> + 4it + 6 =

(—t% 4+ 6) +i(—t3 + 4t) = (=5 +6) +i(—t(t — 2)(t + 2)).
Pot tanto

Rep(t) ==t 46 y Imop(t) = —t(t —2)(t + 2).
Se tiene entonces que
Ime(t)=0 < t=-2,0,2

y ademas
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t | Reo(t) [ Imo(t) | o(t) |

t< -2 — (] t | grande) + 2° Cuadr. (|t | grande)
t=-2 —58 0 —58
-2<t<0 — Semiplano Inferior
t=20 6 0 6
0<t<?2 + Semiplano Superior
t=2 —58 0 —58
2<t — (] t | grande) — 3¢ Cuadr. (| t | grande)

Resumiendo ¢ entra en escena por el segundo cuadrante, atraviesa el eje
real por el punto —58 (para t = —2), se pasea por el semiplano inferior,
atraviesa el eje real por el punto 6 (para t = 0), se pasea por el semiplano
superior, vuelve a atravesar el eje real por el punto —58 (para t = 2), y sale
de escena por el tercer cuadrante. Por tanto un argumento continuo para ¢
viene dado por la funcién 0 : R — R definida por

arg(p(t)) si t< =2
0(t) =< 2m+arg(e(t)) si —2<t<2
A + arg(e(t)) si 2<t

Como quiera que

: : —13 + 4t
tlulnooﬂ(t) = tl}rgloo <7T + CLT‘Ctg T%> =7+ CLTCth =T,
y
lim O(t)= lim (4 + i =31 +arctg0 =3
Jim = lim 47— arcg_t6+6 =37 +arctg0 = 3,

se sigue que el nimero de ceros de P en el semiplano de la derecha es

n(f — «a) 1 .. .
2 + %(tggloo H(t) N ti}f_nooﬁ(t)) T or 2T

S L N S )

Ejercicio Propuesto 266.d)
Calcula el nimero de ceros en el semiplano de la derecha del siguiente poli-
nomio

P(z) = 2° 4+ 523 +112% + 42 + 1.
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Solucién.
P es un polinomio de grado n = 5 y el semiplano derecho es la regién angular

determinada por
T 3 T
a=—-—= = —.
2 ¥ 2

Consideremos la funcién ¢ : R — C definida por

P(—te'2) si t<0
t — T _
o (t) { 3) si t>0

Noétese que
@(t) = P(—it) = (—it)® + 5(—it)> + 11(—it)? + 4(—it) + 1 =
—it® +5it? — 1142 — it +1 = =112 + 1 +i(—t° + 5> — 4t) =
(=112 4 1) + i(—t(t* — 5t2 + 4)).

Puesto que

th 52 4= 2 =
ot” + 0 & 5 5 1

5i\/m:5j:\/§:5i3:{ 4
2
y por tanto
=524+ 4=F - - =t -D{t+1)(t—-2)t+2),
se sigue que
Rep(t) = =112 +1 y Imop(t) = —t(t — 1)(t + 1)(t — 2)(t + 2).
Se tiene entonces que

Imet)=0 < t=-2,-1,0,1,2

y ademas
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t | Rep(t) [ Ime(t) | p(t) |

t< -2 — (] t | grande) + 2° Cuadr. (|t | grande)
t=-2 —43 0 —43
-2<t< -1 — Semiplano Inferior
t=-1 —10 0 —10
-1<t<0 + Semiplano Superior
t=20 1 0 1
0<t<l — Semiplano Inferior
t=1 —10 0 —10
1<t<?2 + Semiplano Superior
t=2 —43 0 —43
2<t — (] t | grande) — 3¢" Cuadr. (|t | grande)

Resumiendo ¢ entra en escena por el segundo cuadrante, atraviesa el
eje real por el punto —43 (para t = —2), se pasea por el semiplano inferior,
atraviesa el eje real por el punto —10 (parat = —1), se pasea por el semiplano
superior, vuelve a atravesar el eje real por el punto 1 (para t = 0), se pasea
por el semiplano inferior, atraviesa el eje real por el punto —10 (para t = 1),
se pasea por el semiplano superior, vuelve a atravesar el eje real por el punto
—43 (para t = 2), y sale de escena por el tercer cuadrante. Por tanto un
argumento continuo para ¢ viene dado por la funcién 6 : R — R definida

por
arg(p(t)) si t< =2
2r +arg(p(t)) si —2<t< -1
0(t) = arg(p(t)) sio —1<t<1
=21 +arg(p(t)) si 1<t<2
arg(e(t)) st 2<t
Como quiera que
: . —t5 +5t2 + 4 T
Jm 0() = lim <7T tarcy ——ra o | =T -5 =35,
y
: : —t5 +5t2 + 4 T o7
Jim 0(t) = lim <‘” tardg——m T ) =TT = g

se sigue que el nimero de ceros de P en el semiplano de la derecha es
n(f—a) 1 b 1, o 5 1 4

2 a0 B 00 = 5 o5 ) =5 =
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Ejercicio Propuesto 266.e)
Calcula el numero de ceros en el semiplano de la derecha del siguiente poli-
nomio

P(z) =24+ 25 + 621 +52° + 822 + 42+ 1.

Solucién.
P es un polinomio de grado n = 6 y el semiplano de la derecha es la regién
angular determinada por

s

™
04——5 y ﬁ—;

Consideremos la funcién ¢ : R — C definida por

[ P(—tef3) si t<0
‘P(t)_{ 3) si t>0

Noétese que
@(t) = P(—it) = (—it)® 4 (—it)® + 6(—it)* +5(—it)3 + 8(—it)? +4(—it)+1 =
—t8 —it® + 611 +5it3 — 812 —4it+1 = (=t +6t* — 8% +1) +i(—t(t* — 5t> +4))

Puesto que

=52 4+4=0 & =

5i\/25—16_5i\/§_5i3_{4
2 o2 2 |1

y por tanto
th—5t2 4= -D*—4) =t -DEt+1)(t—-2)(t+2),
se sigue que
Rep(t) = -t +6t* =82 +1 y Imop(t) = —t(t —1)(t+ 1)(t — 2)(t + 2).
Se tiene entonces que

Ime(t)=0 < t=-2-1,0,1,2
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y ademas

t | Rep(t) [Imo(t) | p(t) |
t< -2 — (] t | grande) + 2° Cuadr. (|t | grande)
t=—-2 1 0 1

-2<t< -1 — Semiplano Inferior
t=-—1 —2 0 —2
-1<t<0 + Semiplano Superior
t=0 1 0 1
0<t<l — Semiplano Inferior
t=1 —2 0 —2
1<t<?2 + Semiplano Superior
t=2 1 0 1
2<t — (] t | grande) — 3¢" Cuadr. (|t | grande)

Resumiendo ¢ entra en escena por el segundo cuadrante, atraviesa el
eje real por el punto 1 (para t = —2), se pasea por el semiplano inferior,
atraviesa el eje real por el punto —2 (para t = —1), se pasea por el semiplano
superior, vuelve a atravesar el eje real por el punto 1 (para t = 0), se pasea
por el semiplano inferior, atraviesa el eje real por el punto —2 (para t = 1),
se pasea por el semiplano superior, vuelve a atravesar el eje real por el
punto 1 (para ¢t = 2), y sale de escena por el tercer cuadrante. Por tanto un
argumento continuo para ¢ viene dado por la funcién 6 : R — R definida
por

arg(e(t)) si t<—1
0ty =< —2m+arg(p(t)) si —1<t<1
—4m + arg(p(t)) si 1<t

Como quiera que

—t° + 5¢3 — 4t
—t6 +6t4 — 82+ 1

lim 6(t) = . lim (7T + arctg > =m+arctg0 =,
——00

t——00

—t° + 5t — 4t )_

lim §(t) = lim (‘4” Ay T

t—-+o00 t—-+o00

=51+ arctg — 0 = —bHm,
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se sigue que el nimero de ceros de P en el semiplano de la derecha es

n(B—a)

2

1

+ % (tlg—noo H(t

Ejercicio Propuesto 266.f)
Calcula el nimero de ceros en el semiplano de la derecha del siguiente poli-

nomio

Solucién.
P es un polinomio de grado n = 6 y el semiplano de la derecha es la regién
angular determinada por

)~ lim_6(1)) =

om 1

—+—(-5r—m)=3-3=0.

2r 2w

P(z) = 2% — 32° 4 222 + 5.

™

s
5 .

Consideremos la funcién ¢ : R — C definida por

Noétese que

o) ={

P(—te'?2)
P(te™"2)

st t<0
st t>0

o(t) = P(—it) = (—it)® — 3(—it)® + 2(—it)* + 5 =
—18 4+ 3it% — 2t 4+ 5 = (5 — 2t + 5) 4+ i(3t9)

Por tanto

Rep(t)=—t* =2t +5 v Imo(t) = 3t°.

Se tiene entonces que

Imet)=0 < t=0
y ademas
Lt | Rep(t) [Ime(t) ] p(t) |
t<0| — (]t]grande) - 3" Cuadr. (|t | grande)
t=20 5 0 5
0<t| —(]t]| grande) + 2° Cuadr. (|t | grande)
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Resumiendo ¢ entra en escena por el tercer cuadrante, atraviesa el eje
real por el punto 5 (para t = 0), y sale de escena por el segundo cuadrante.
Por tanto un argumento continuo para ¢ viene dado por la funcién § : R — R
definida por

0(t) = arg(e(t))

Como quiera que

. : 3t°
tl}IElooe(t) = tl}l;noo <—7T + CLT‘Ctg m) = -7+ aTcth = —T,

: : 3t°
im0 = I <7T L

) =7m+arctg0=m,
se sigue que el nimero de ceros de P en el semiplano de la derecha es

nB=) L L Cim o) — tim o) = O 4 2

L= —34+1=4.
o o7 o pm on T g (Tt =3+

Ejercicio Propuesto 267

Sea f una funcion continua en D(0,1) y holomorfa en D(0,1) tal que
|f(2)] <1 siempre que |z| = 1. Prueba que f tiene exactamente un punto
fijo en D(0,1).

Solucién.
Consideremos las funciones

() = f(z) — 2z, Vze€ D(0,1)

P(z) = —z, Vz€ D(0,1).

Es claro que
¢, € C(D(0,1)) NH(D(0,1)).

Ademas, si | z |= 1 se tiene que

[ p(2) = 9(2) [=] f(2) [< 1 =[9(2) [<] o(2) | + | 9(2) |
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Por el Teorema de Rouché, ¢ y 1 tienen el mismo nimero de ceros en
D(0,1). Como 1% tiene tinicamente un cero simple en 0, se sigue que ¢ tiene
un tunico cero en D(0,1), esto es, f tiene un tnico punto fijo en D(0,1).

|

Ejercicio Propuesto 268
Calcula la distribucion por cuadrantes de los ceros del polinomio

P(2)=2242° —2* +328 + 622 + 22 + 5.

Solucién.
Empecemos estudiando el niimero de ceros de P en el semiplano de la
derecha, que es la regién angular estd determinada por

s

™
04——5 y 5—5

Consideremos la funcién ¢ : R — C definida por

P(—te'2) si t<0
t — T _
o (t) { 5) si t>0

Noétese que
o(t) = P(—it) = (—it)® + (—it)® — (—it)* + 3(—it)> 4 6(—it)? + 2(—it) + 5 =
8 —it® — 1 4 3it3 — 612 — 2it + 5= (1% — t* — 6t> +5) +i(—t(t* — 3t* +2))

Puesto que

321 2=0 & 2=

31\/9—8_31\5_311_{2
2 o2 2 |1

y por tanto
=3t 2= —1)(t>—2) = (t — 1)t + 1)(t — V2)(t + V2),
se sigue que

Rep(t) =13 —t* =662 +5 vy Imo(t) = —t(t —1)(t+ 1)t — V2)(t +V2).
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Se tiene entonces que

Ime(t)=0 < t=-2,-1,0,1,V2

y ademas
| t | Rep(t) [Imy(t) | p(t) |
t< —2 + (] t | grande) + 1¢" Cuadr. (] t | grande)
t=—2 5 0 5
V2 <t< -1 - Semiplano Inferior
t=-—1 -1 0 -1
-1<t<0 + Semiplano Superior
t=0 5 0 5
0<t<l — Semiplano Inferior
t=1 -1 0 -1
L<t<?2 + Semiplano Superior
t=V2 5 0 5
V2 <t + (] t | grande) - 4° Cuadr. (|t | grande)

Resumiendo ¢ entra en escena por el primer cuadrante, atraviesa el
eje real por el punto 5 (para t = —4/2), se pasea por el semiplano inferior,
atraviesa el eje real por el punto —1 (para t = —1), se pasea por el semiplano
superior, vuelve a atravesar el eje real por el punto 5 (para t = 0), se pasea
por el semiplano inferior, atraviesa el eje real por el punto —1 (para t = 1),
se pasea por el semiplano superior, vuelve a atravesar el eje real por el punto
5 (para t = /2), y sale de escena por el cuarto cuadrante. Por tanto un
argumento continuo para ¢ viene dado por la funcién 6 : R — R definida
por

arg(e(t)) si t<—1
0(t) =< —2m+arg(p(t) si —1<t<l1
—4m + arg(p(t)) si 1<t

Como quiera que

, _ —t° + 3% — 2t
tl}r_nooﬁ(t) = tl}r_noo arctg T Sy B arctg0 =0,
Y 5 3
. . —1° 4+ 3t° — 2t
tilerooe(t) - tllgloo (_47T +arctg 18 — 4 — 612 + 5> N
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—A4Ar + arctg0 = —4m,

y P es un polinomio de grado n = 8, se sigue que el nimero de ceros de P
en el semiplano de la derecha es
nB-—a) 1, . ) 8t  —4m
— o Ty (Mim 0() = Hm 6() =t + 5 =4-2=2
Luego P tiene 2 ceros en el semiplano derecho y 6 en el semiplano
izquierdo. Puesto que P es un polinomio con coeficientes reales resulta que
si zp es un cero de P, también Zj es un cero de P (con igual orden). Por con-
siguiente, si P no se anulara en R, podriamos ya establecer la distribucién
por cuadrantes de los ceros de P.
Como quiera que P(0) = 5, si P no se anulara en R, por el teorema del
valor intermedio, tendria que ser P(z) > 0, Vx € R. Vemos que en efecto
asi es, completando cuadrados convenientemente:

P(x) =% +2° —2* +32% +62% + 22 +5 =

3
x8—|—x5—x4+§ (2% +2)* —a* —2?] +62° + 22+ 5 =

) 3 9
$8+$5—§$4+§($2+$)2+§$2+2$+5:

4
1 1 5 3 9
x8+[(x—+ )2—§x8—§x2 —59044—5(962—1-36)24-5362—1—296—1—5:

%$8+(3—4§+%)2—ga€4+g(x2+:c)2+4x2+2x+5:
(%+%)2+(3—;—%)2+g( 2—|—x)2—|—4x2+2x+1§5=
(%+%)2+(3—;—%)2+%(x2+x)2+4x2+[(x+1)2—x2—1]+§ =
(%+%)2+(3—4§—2%)2+g(x2+x)2+3$2+($+1)2+g2

Por consiguiente P no tiene ningin cero en R, y por lo anterior se sigue
que P tiene:
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1 cero en el primer cuadrante,

1 cero en el cuarto cuadrante,

3 ceros en el segundo cuadrante, y

3 ceros en el tercer cuadrante. [ |

Ejercicio Propuesto 269
Dados un numero natural n y dos numeros reales distintos de cero a y b,
determinese el niumero de ceros del polinomio z°™ + a2~ + b? situados en
el semiplano de la derecha.

Solucion.
El polinomio
P(Z) — Z2n +az2n71 + b2

tiene grado 2n. El semiplano derecho es la regién angular determinada por

s m

Consideremos la funcién ¢ : R — C definida por

P(—te'2) si t<0
t — T _
o (t) { 3) si t>0

Noétese que
p(t) = P(=it) = (=it)*"+a(=it)" 140 = (=i)*"*" +a(=i)> 124" =
(_1)nt2n —i—a(—l)”ith_l + b2 — (_1)nt2n + b2 +i(_1)nat2n—1.
Por tanto
Rep(t) = (=1)"*" +0* y Imo(t) = (=1)"at*" L.
Se tiene entonces que
Ime(t)=0 < t=0.

Como quiera que ¢(0) = b2 > 0, se sigue que un argumento continuo para
© viene dado por la funcién 0 : R — R definida por

0(t) = arg(p(t)).
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Supongamos que n es par. Por tanto
Rep(t) =t + 0% y Imo(t) = at> L.

Entonces

|t [Reo) [Imo(t) | o) |

t<0 + — 4° Cuadr.
t=0 b? 0 b?
0<t + + 1¢" Cuadr.

Resumiendo ¢ entra en escena por el cuarto cuadrante, atraviesa el eje
real por el punto b? (para t = 0), y sale de escena por el primer cuadrante.
Por tanto 6 esta definida por

athfl

0(t) = arg(p(t)) = arctg PETSWCR

Como quiera que
lim 6(t) = arctg0 =0,

t——o00

tllerooe(t) =arctg0 =0,

se sigue que el nimero de ceros de P en el semiplano de la derecha es

2nm 1 _ 2nm

o T 00 =g =

Supongamos que n es impar. Por tanto

Rep(t) = —t*" 4+ 1% y Imo(t) = —at* 1.

Supongamos en primer lugar que a > 0. Entonces

Lt [ Rep(t) [Ime(t) ] p(t) |
t<0] — (| grande) + 2° Cuadr. (|t | grande)
t=0 b? 0 b2
0<t| —(|]t|grande) - 3" Cuadr. (|t | grande)
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Resumiendo ¢ entra en escena por el segundo cuadrante, atraviesa el eje
real por el punto b? (para t = 0), y sale de escena por el tercer cuadrante.
Por tanto, para los t con | t | grande, 0 esta definida por

2n—1
si t <0 7grande”

0(t) = arg(p(t)) =7 + arctg Ty
2n—1

0(t) = arg(p(t)) = —m + arctg EoT—

si t> 0 ”grande”.

Como quiera que
lim 0(t) =n+arctg0 =,
t——o00
y
lim 6(t) = —7 +arctg0 = —m,

t—+o00
se sigue que el nimero de ceros de P en el semiplano de la derecha es

2nm 1
—t+—(—7m—m)=n—1.
2 2 ( T W) "

Supongamos en segundo lugar que a < 0. Entonces

[t [ Rep®®) [Ime(d)] a0 |
t<0| — (| t]grande) - 3¢" Cuadr. (|t | grande)
t=0 b2 0 b2
0<t| —(|t]grande) + 20 Cuadr. (] ¢ | grande)

Resumiendo ¢ entra en escena por el tercer cuadrante, atraviesa el eje
real por el punto b? (para t = 0), y sale de escena por el segundo cuadrante.
Por tanto, para ¢ con | t | grande, 6 esta definida por
_athil M ” k2
0(t) = arg(p(t)) = —m + arctg o o t <0 "grande
_athfl
0(t) = arg(p(t)) =7+ arctg T S t >0 7grande”.

Como quiera que
lim 0(t) = —7 + arctg0 = —m,

t——o0
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lim 0(t) =n+arctg0 =,
t—-+o00

se sigue que el nimero de ceros de P en el semiplano de la derecha es

2nmw 1
I (= (=m) =n+ 1.
o + 27r(7T (—m)) =n+

Ejercicio Propuesto 270
Calcula el niimero de ceros del polinomio P(z) = 25 + 23 4+ 422 + 2 en cada
uno de los discos D(0,3), D(0,1) y D(0,2).

Solucién.

D(0, 5)

Consideremos las funciones

f(z2)=P(z) =284+ 23 + 422+ 2

9(2) =2
Si|z|= 1, entonces

| f(z) —g(2) |=| 28+ 22 + 422 |<| 2 ®+ | 2 P +4] 2 |P=

1 1
%+§+1<2=’g(2’)‘.

Por el Teorema de Rouché

[No. de ceros de P en D(0,3)] = [No. de ceros de g en D(0, 3)] = 0.

D(0,1)
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Consideremos las funciones

f(z2)=P(z) =284+ 23 +422 +2

g(z) = 422
Notemos que, para | z |= 1, tenemos que
| f(2)=9(2) =1 22+ 2+ 2[<| 2 P+ | 2 P +2 =4 =[42% |=| g(2) | -

Como quiera que

=

|8+ 42=4ef=t=1=16l=1e2¢c]1

I,

no podemos usar la ”versién débil” del Teorema de Rouché. Sin embargo,
nétese que si z es uno cualquiera de tales 3 valores se tiene que

| f(2) |=| S+ 22+ 422 42 |=[422 +4|=4 |22 +1 >0,

donde se ha tenido en cuenta que 26 = 22 = 1, y que por tanto 2% # —1.

Por tanto se cumple la hipétesis del Teorema de Rouché (”versién fuerte”)

| f(z) —g(2) [<] f(z) | +19(2) |
Por el Teorema de Rouché

[No. de ceros de P en D(0,1)] = [No. de ceros de g en D(0,1)] = 2.

D(0,2)

Consideremos las funciones

f(z2)=P(z) =284+ 23 +422 +2

g(z) = 2°.
Notemos que, para | z |= 2, tenemos que

| f(2)—g(2) |=| 22442242 |<| 2 P +4 | 2 |2 +2 = 2844.22 42 = 841642 = 26
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| 9(2) |=| 2 [°=2° = 64.
Luego

| f(2) —g(2) I<| g(2) | .
Por el Teorema de Rouché

[No. de ceros de P en D(0,2)] = [No. de ceros de g en D(0,2)] = 6.
|

Ejercicio Propuesto 271
Justifica que para a € R, a > e, la ecuacion e = az™ tiene n soluciones
distintas en D(0,1).

Solucién.
Consideremos las funciones enteras
f(z)=¢€*—az", y g(z) = —az".
Es claro que o
fi9 € C(D(0,1)) NH(D(0,1)).

Ademas, si | z |= 1 se tiene que
| f(2) = 9(2) =] " |= e <

(teniendo en cuenta que Rez <| z |= 1, y el crecimiento de la exponencial
real)
e<a=|-az"|=[g(z) |

Por el Teorema de Rouché, f y g tienen el mismo nimero de ceros en D(0, 1).
Como g tiene unicamente un cero de orden n en 0, se sigue que f tiene
exactamente n ceros en D(0, 1).

Finalmente, notemos que todos los ceros de f en D(0, 1) son simples, y
por tanto son todos distintos. Supongamos que « es un cero de f en D(0,1),
esto es f(a) =0, o lo que es lo mismo e® = aa™. Puesto que

f'(z) = e —naz""1, VzeC,
se sigue que

f'(a) = e* —naa™! = aa™ — naa™ ! = aa™"
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Como e® = aa™ se sigue que o # 0; y como « € D(0,1) se sigue que a # n.
Luego, f'(a) # 0, y por tanto « es un cero simple de f. [

Ejercicio Propuesto 272
Prueba que la ecuacion (z + 1)e™* = 2z — 2 tiene solucion inica en el
semiplano de la derecha.

Solucién.
Consideremos las funciones enteras

f2)= (4 1)e* — (22 -2) ¥ g(z) = —(22—2),
y notemos que para R > 0 suficientemente grande, en la frontera de
Qr:={2€C:Rez>01y |z|<R}
se verifica que
| f(z) —9(2) [<lg(2) | .
En efecto:
Si z =it para —R <t < R, entonces
| 1) = 9(2) [ e+ De~™ =l 2+ L[ e =it + 1 e |=
lit+1|=|it—1|<2|it—1|=|2it—2]|=|22—-2]|=|9g(2)|.
Si z = Re™ para —% <t <%, entonces
| f(2) =9(x) [=| (z+ De™® |=| 2+ Ll e =] 2+ 1 | et <
(como —5 <t<§ = 0<cost = —Rcost<0 = e Reost < 1)
lz+1|<|z|+1=R+1<
(como podemos suponer R > 3)
2R—-2=|2z|-2<|2z—-21|=|g(2)].

Por el Teorema de Rouché, f y g tienen el mismo nimero de ceros en Qp.
Como g tiene unicamente un cero simple en 1, se sigue que f tiene exacta-
mente 1 cero en el semiplano de la derecha.
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Finalmente, notemos que dicho cero de f en el semiplano de la derecha
ha de ser real. Ello es consecuencia del teorema del valor intermedio si se
tiene en cuenta que

f(0)=14+2=3>0

1
lim f(z) = lim Tt

x——+00 ——+00 et

— (22 —-2)| = —oc.

Ejercicio Propuesto 273

Sea 0 < |a] <1 yp € N. Prueba que la ecuacion (z — 1)P = ae™* tiene
exactamente p ceros simples en D(1,1) y si|a| < 1/2P dichos ceros estan en
D(1,1/2).

Solucién.
Consideremos las funciones enteras

f(z)=(=-1)P—ae" y g(z) = (z— 1)
Notemos que
| f(2) = 9(2) |=| —ae™? |=|a|[ e |=| a | e %
Teniendo en cuenta que
|z—1|=1 = 0<Rez<2 = —2<—-Rez<0 = e fer < 0=
se sigue que, para z € C(1,1) se verifica que
| f(z) —g9(z) [<la|<l=|z-1P=[(z-1)" =] g(z) | .

Por el Teorema de Rouché, f y g tienen el mismo nimero de ceros en D(1,1).
Como g tiene p ceros en D(1,1) (concretamente tiene un inico cero de orden
pen 1), se sigue que f tiene exactamente p ceros en D(1,1).

Finalmente, notemos que todos los ceros de f en D(1,1) son simples, y
por tanto son todos distintos. Supongamos que « es un cero de f en D(1,1),
esto es f(a) =0, o lo que es lo mismo

ae”* = (a—1)P. (4)
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Puesto que
fl(z) =p(z =11 +ae? VzeC,

se sigue que
fll@) =pla—1)P 4ae™® =pla—1)P (=1 = (a—1+p)(a—1)P"L

Como a # 0, por (4), se sigue que a # 1; y como a € D(1,1) se sigue que
a # 1 —p. Luego, f'(a) # 0, y por tanto « es un cero simple de f.

Supongamos finalmente que | a |< 5. Considerando las funciones enteras
f v g anteriores y teniendo en cuenta que

1 1 3 1
|z—1|:§$§§Rez§§:> —Rez§—§:>efReZ§efé,
para z € C(1, 3), tenemos que
ctes Lo ip= 1) |=
| 12) = 9(2) |< e d < oo =l 2= 1P=] (= =17 |=l 9(2) |

Por el Teorema de Rouché, fy g tienen el mismo niimero de ceros en D(1, %)
Como g tiene p ceros en D(1, %) (concretamente tiene un tnico cero de orden
pen 1), se sigue que f tiene exactamente p ceros en D(1, %) [

Ejercicio Propuesto 274
Prueba que los ceros del polinomio z* + iz3 4+ 1 pertenecen al disco D(0, %)
y determina cudntos de ellos se hallan en el primer cuadrante.

Solucién.
Veamos que los cuatro ceros del polinomio

P(z) =2t +iz3 +1
estan en el disco D(0, %) de dos maneras:

1) Usando el Teorema de Rouché.
Considérense las funciones

f(z)=P()=2*4+i>+1 y g(z) =24
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Si|z|= 2, entonces

2
|f@)—!ﬂd|:|mg+l|§|zﬁﬁ4::<§> t1—

3% 71 (3\*
2 =) w1,

Por el Teorema de Rouché

[No. de ceros de P en D(0,2)] = [No. de ceros de g en D(0,3)] = 4.

2) Directamente
Si|z|> 3, entonces

| P(z) ]:]z4+iz3—|—1]Z!zﬂ—]i23+1\2\z4\—\2‘23]—]1\:
lz[* =z -1=|zP (2] -1)-1>

(como | 2 |> 3, se sigue que | z | =1 > 1)

1 3\? 1
3
—_1>(2) Z-1>o0.
K2 2 —<2> 2 >0

Luego P tiene todos sus ceros en D(0, 3).

Estudiemos el nimero de ceros de P en el primer cuadrante. El primer
cuadrante es la regiéon angular determinada por

s

Consideremos la funcién ¢ : R — C definida por

[ P(—te'2) si t<0
plt) = { Pte®) si t>0

Nétese que, si t < 0, entonces
p(t) = P(—it) = (—it)* +i(—it)* + 1 =t* — 3+ 1> 1,
y sit > 0, entonces

o(t) = P(t) =t* +it> + 1 = (t* + 1) +it3.
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Luego ¢ estd valuada en el semiplano de la derecha, y por tanto un ar-
gumento continuo para ¢ viene dado por la funcién 6 : R — R definida
por

Im (p(t) 0 st t<0
0(t) = t)) = arct =
( ) QTQ(SO( )) arctg Re (p(t) arctg % st t>0
Como quiera que
lim 6(t) = lim 0=0,
t——o0 t——00
3

lim 6(t) = . 1i£rn arctg — =arctg0 =0,
— 100

t—-+oo t* 41
y P es un polinomio de grado n = 4, se sigue que el niimero de ceros de P
en el primer cuadrante es

5 T (lim 0(t) = lim 6(t))=5"+-(0-0)=1.

Ejercicio Propuesto 275

Prueba que todos los ceros del polinomio 2° + 323 +Tz+5 se hallan situados
en el anillo A(0, %,%)y que exactamente dos de ellos estin en el primer
cuadrante.

Solucién.
Empecemos notando que el polinomio

P(2) =28 +323+72+5

no tiene ceros en D(0, 3).
En efecto, si | 2 |< 3, entonces

| P(2) |=| 28+ 322 + 72+ 5 [>5— | 2 + 328 + 72 |>

1 1 1 287
5=z =8|z =T |2 [25- (5 =3(3)" =75 = 3¢ >

Veamos ahora que todos los ceros de P estan en D(0, %) Consideremos
las funciones enteras

f(2)=P(z)=22+33+72+5
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g(z) = 25+ 72
Notemos que, para | z |= %, tenemos que
3 121 3872
— =323 +51<3| 2P 4+5=3(3)0+5=—" ="+
) —9(e) =182 45 1< 3] 2 P45 =300 4 5= 2L = B2
Y 3 3 3873
—| 28 >z 8 — = (2B -7 =",
192) 1=| #4722 2 P 7] 2= O -7 2 = BT
Luego

| f(2) —9(2) I<l 9(2) |,
y por el Teorema de Rouché, f y g tienen el mismo nimero de ceros en
D(0, %) Como quiera que los ceros de g son 8 (a saber, z = 0 y z igual a
una de las rafces séptimas de —7) y todos ellos estén en D(0,3), se sigue
que los 8 ceros de f estan en D(0, %)
En conclusidn, los 8 ceros de P estén en el anillo A(0; %, %)

Estudiemos el nimero de ceros de P en el primer cuadrante. El primer
cuadrante es la region angular determinada por

s

Consideremos la funcién ¢ : R — C definida por

[ P(—te'2) si t<0
@(t)_{ Pte®) si t>0

Nétese que, si t < 0, entonces
p(t) = P(—it) = (—it)® + 3(—it)> + 7(—it) + 5 =
t8 4+ 3it> — Tit +5 = (1% + 5) +4(3t> — 1),
y sit > 0, entonces
o(t) = P(t) =5+ 3t> + 7t + 5.

Luego ¢ estda valuada en el semiplano de la derecha, y por tanto un ar-
gumento continuo para ¢ viene dado por la funcién 6 : R — R definida
por

Im(t) arctg 3=It s <0
0(t) = t)) = arct = 4o N
(t) = arg(e(t)) = arctyg 5 0 0 si t>0
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Como quiera que

3

lim 6(t) = lim arctg ———0r

t——o0 t——o0 18

=arctg0 =0,

lim 6(t)= lim 0=0,

t——+o0 t—4o0

se sigue que el nimero de ceros de P en el primer cuadrante es

-2 — 9

Ejercicio Propuesto 276

Prueba que todos los ceros del polinomio P(z) = 25—32°422%46 pertenecen
al anillo A(0;1 7) y determinar cudntos de ellos se hallan en el semiplano

)
de la derecha.

Solucién.

Empecemos notando que P no tiene ceros en D(0,1). En efecto, si zq es tal
que | 29 |= 1y 28 — 325 + 222 + 6 = 0, entonces | 2§ — 325 + 223 |= 6, y por

5 5 5

tanto zg =20 = —25 = —25 = z% = z%, de donde se sigue que zg = —1.

Pero P(—1) =12 # 0. Luego P no se anula en C(0,1).
Consideremos las funciones enteras

f(z) =P(2) =2%—32°+2:2 +6

g(z) = 6.

Notemos que, para | z |= 1, tenemos que

| f(2) —g(2) |=] 2% = 32" + 222 |<| 2 P43 [ 2 P +2 | 2 P= 6 =] g(2) |-

Teniendo en cuenta que hemos probado antes que | f(z) |[> 0, Vz e C(0,1)

se sigue que

| F(2) —9(z) I<[ f(2) [ +19(2) |, Vz€C(0,1).

Por el Teorema de Rouché, f y g tienen el mismo nimero de ceros en D(0, 1).

Luego f no se anula en D(0,1).
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Veamos ahora que todos los ceros de P estéan en D(0, %) Consideremos
las funciones enteras

f(z) =P(2) =2%—32°+2:2 +6

g(z) = 2°.

Notemos que, para | z |= %, tenemos que

| f(2) —g(2) |=] =32+ 22" +6 [< 3|2 P +2] 2|7 +6 <
7.5 7.9 51397 102794
Z 2= = =
3(2) + (2) +0 32 64
Y 7 117649
_ (e _
9(2) |= (5)° = ——
Luego

[ £(2) = 9(2) 1<l 9(2) |, V=€ C(0,0).

Por el Teorema de Rouché, fy g tienen el mismo niimero de ceros en D(0, %)
Como quiera que los ceros de g son 6 (a saber, z = 0 es el tinico cero de g
con multiplicidad 6) y todos ellos estdn en D(0, %), se sigue que los 6 ceros
de f estén en D(0, 2).

En conclusién, los 6 ceros de P estan en el anillo A(0; 1, %)

Vamos a estudiar el niimero de ceros de P en el semiplano de la derecha.
Esta regién angular estd determinada por

s

™
04——5 y 5—5

Consideremos la funcién ¢ : R — C definida por

P(—te'2) si t<0
t — . T _
o (t) { 5) si t>0

Noétese que
o(t) = P(—it) = (—it)® — 3(—it)® + 2(—it)? + 6 =

—18 4 3it% — 2t + 6 = (—t® — 26> + 6) + i3t°.
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Por tanto
Rep(t) =t —2t> 46 y Imo(t) = 3t°.

Se tiene entonces que

Imet)=0 < t=0
y ademas
Lt [ Rep(t) [Imep(t) | p(t) |
t<0| —(]t]grande) - 3" Cuadr. (|t | grande)
t=20 6 0 6
0<t| —(|]t|grande) + 2° Cuadr. (|t | grande)

Resumiendo ¢ entra en escena por el tercer cuadrante, atraviesa el eje
real por el punto 6 (para t = 0), y sale de escena por el segundo cuadrante.

Por tanto un argumento continuo para ¢ viene dado por la funcién § : R — R

definida por
0(t) = arg(p(t))

Como quiera que
3t°
= —m+arctg0 = —m,

lim H(t) = . lim (—71' + G/TCtg m
——00 — —

1”“ ‘9(1’;) — 1”“ 1 + 1’; =T t 0 =T

t——+00
y P tiene grado n = 6, se sigue que el nimero de ceros de P en el semiplano

de la derecha es
nB-a) 1, : _6m 1 _ _
om g Hm 00) = Iim 6(t) =52+ o (= (=) =3+ 1=4
| ]

Ejercicio Propuesto 277
Determina el mimero de ceros del polinomio P(z) = 22% — 23 +42+1 en el
semiplano de la derecha.
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Solucién.
El semiplano de la derecha es la regién angular determinada por los angulos

™ s
04——5 y =75

5"
Consideremos la funcién ¢ : R — C definida por
P(—te'2) si t<0
t — - _
e (t) { P(te™'z) si t>0
Noétese que
o(t) = P(—it) = 2(—it)® — (—it)® + 4(—it) + 1 = —2t° — it —dit + 1 =
(=215 + 1) +i(—t® — 4t) = (=2t + 1) + i(—t(t + 4)).

Pot tanto
Rep(t) = =2t +1 y Imo(t) = —t(t + 4).

Se tiene entonces que

Ime(t)=0 < t=-4,0

y ademas
Lt [ Rep(t) |Ime(t) | p(1) |
t<—4 — (] t | grande) - 3" Cuadr. (] t| grande)
t=—4 —8191 0 —8191
-4 <t<0 + Semiplano Superior
t=20 1 0 1
0<t — (| t | grande) — 3" Cuadr. (|t | grande)

Resumiendo ¢ entra en escena por el tercer cuadrante, atraviesa el eje
real por el punto —8191 (para t = —4), se pasea por el semiplano superior,
atraviesa el eje real por el punto 1 (para ¢ = 0), y sale de escena por el
tercer cuadrante. Por tanto un argumento continuo para ¢ viene dado por
la funcién 0 : R — R definida por

B arg(p(t)) st t<—4
o) = { =2 +arg(p(t)) si —4>t
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Como quiera que

—t3 — 4t

lim 6(t) = li - tg ————
im 0(t) im ( 7r+a7“cg_2t6+1

t——00 t——00

> =—m+arctg0 = —m,

—t3 — 4t

lim 0(t) = li —27 — tg ————
im 0(t) 1m< 7r 7r+a7“cg_2t6+1

t—-+o00 t——+o00

) = —3m 4+ arctg0 = —3m,

y P es un polinomio de grado n = 6, se sigue que el ntimero de ceros de P
en el semiplano de la derecha es
67 1

-a) 1, i -
o +27T(ti1£rn009(t) tg@me(t))_2n+2w( 3Jr+m)=3-1=2.

Ejercicio Propuesto 278
Determina el nimero de ceros del polinomio 2° + 523 + 1122 + 42+ 1 en el
semiplano de la derecha y en el disco unidad.

Solucién.
El semiplano derecho es la regién angular determinada por los angulos

s ™

Consideremos la funcién ¢ : R — C definida por

P(—te'z) si t<0
t - . T _
e (t) { 5) si >0

Nétese que
@(t) = P(—it) = (—it)® + 5(—it)> + 11(—it)? + 4(—it) + 1 =

—it? 4 5itd — 1142 — 4it + 1 = (=112 + 1) +i(—t(t* — 5t> + 4))

Puesto que

th—52+4=0 & *=

5j:\/25—16_5j:\/§_5j:3_{4
2 o2 2 |1
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y por tanto

th—52 4= -1 -4 =0t-1D)t+1)(t-2)(t+2),

se sigue que

Rep(t) = —112 +1 y Imp(t) = —t(t — 1)(t + 1)(t — 2)(t + 2).
Se tiene entonces que
Imet)=0 < t=-2,-1,0,1,2
y ademas
| t Rep(t) [ Ime(t) | p(t) |
t< -2 — (] t | grande) + 2° Cuadr. (|t | grande)
t=-2 —43 0 —43
-2<t< -1 — Semiplano Inferior
t=-1 -10 0 -10
-1<t<0 + Semiplano Superior
t=20 1 0 1
0<t<l — Semiplano Inferior
t=1 —10 0 —10
1<t<?2 + Semiplano Superior
t=2 —43 0 —43
2<t — (] t | grande) — 3" Cuadr. (| t | grande)

Resumiendo ¢ entra en escena por el segundo cuadrante, atraviesa el
eje real por el punto —43 (para t = —2), se pasea por el semiplano inferior,
atraviesa el eje real por el punto —10 (parat = —1), se pasea por el semiplano
superior, vuelve a atravesar el eje real por el punto 1 (para t = 0), se pasea
por el semiplano inferior, atraviesa el eje real por el punto —10 (para t = 1),
se pasea por el semiplano superior, vuelve a atravesar el eje real por el punto
—43 (para t = 2), y sale de escena por el tercer cuadrante. Por tanto un
argumento continuo para ¢ viene dado por la funcién 6 : R — R definida

por

o(t)

= arg(p(t

St
st
st
st
St

t< =2

—-2<t< -1
-1<t<«1

1<t<2
2<t



Como quiera que

—t5 + 563 — 4t
lim H(t) = lim (7T + arctg +—>
t——00 t——00

—11t2 +1

lim 6(t) = lim <—7r—|—a7“ctg

t——+00 t——+00

—t° 4+ 5% — 4t T
nevr )"

y P tiene grado n = 5, se sigue que el nimero de ceros de P en el semiplano
de la derecha es

nB=) L e — tim o) = 2% +

(71' 77)_5
o 27\t oo t——o0 T or 2 20 27 2

Veamos el nimero de ceros de P en el disco unidad. Consideremos las
funciones enteras

f(2) = P(2) = 2° + 523 + 1122 + 42 + 1

g(z) = 112°.
Notemos que, para z con | z |= 1, tenemos que
| f(2) —g(2) [=| 2° +52° + 4z + L[| 2 P +5 [ 2 [P +4 ] 2 | +1 =
11 = 1122 =] g(2) |
Para z con | z |= 1, analicemos la igualdad
| 254523 +42 +1 |=11.

Sabemos que entonces

5 3

P=z2"=z=1,

z
y por tanto z = 1. Ahora bien, f(1) =22 > 0. Luego
| f(z) —9(2) <] g(2) |, Vze€C(0,1).

Por el Teorema de Rouché, f y g tienen el mismo nimero de ceros en D(0, 1).
Luego P tiene 2 ceros en D(0,1).
|

Ejercicio Propuesto 279
Determina el nimero de ceros del polinomio 28 — 425 + 22 — 2.
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a) En el anillo A(0;1,2).

b) En el semiplano de la derecha.
Solucion.
a) Empecemos probando que

P(z) =22 42422 -2
no se anula en C'(0,1). Notemos que para z € C(0,1) se tiene que
P2)=0 = 28 —42°+22-2=0= 2 +:2-2=4° =
| 28422 -2]|=4 = B=22=-1=-1,

lo cual es imposible. Asi pues, P no se anula en C(0,1).
Para determinar el nimero de ceros de P en el disco unidad consideremos
las funciones enteras

f(2) =P(2) =28 —425 + 2% -2

g(z) = —42°.
Notemos que, para z con | z |= 1, tenemos que
| f(2) —9(2) [= 2* + 2% =2 |<| 2 P+ |2 P +2=4 =

5
| 427 [=]g(2) | .
Ahora bien, para z con | z |= 1, del argumento seguido para probar que P
no tiene ceros en C')0,1) se tiene que la desigualdad

|28+ 22-21]<4
es estricta. Luego
| f(2) —9(2) I<lg(2) |, VzeC(0,1).

Por el Teorema de Rouché, f y g tienen el mismo nimero de ceros en D(0, 1).
Luego P tiene 5 ceros en D(0,1).

Para determinar el nimero de ceros de P en el disco D(0,2) notamos
que cuando | z |= 2 el monomio que "manda” es 2%, por lo que consideramos
las funciones enteras

f(z2)=P(z) =2 -4+ 22 -2
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g(z) = 25

Notemos que, para z con \ Z \: 2, tenemos que
| f(2)—g(2) |=| =422+ 22 —2|<4|z )P+ | 2P +2=134 <
256 =| z [*=| (=) | .

Luego
| f(z) —9(2) I<|9(2) |, VzeC(0,2).

Por el Teorema de Rouché, f y g tienen el mismo nimero de ceros en D(0, 2).
Luego P tiene sus 8 ceros en D(0,2).

En conclusién, P tiene 3 ceros en el anillo A(0;1,2).

b) El semiplano derecho es la regién angular determinada por los dngulos

™ ™
a=-35 7 5—5-

Consideremos la funcién ¢ : R — C definida por

P(—telz) si t<0
t — T _
o (t) { 3) si t>0

Noétese que
o(t) = P(—it) = (—it)® — 4(—it)® + (—it)? —2 =15+ 4it® —t* -2 =
8 — % — 2 4 4t

Por tanto
Rep(t) =t —t2—2 y Imop(t) = 4t°.

Se tiene entonces que

Ime(t)=0 < t=0.

Ademas
Lt | Rep(t) [Ime(t) ] p(t) |
t<0|+ (]t|grande) - 4° Cuadr. (|t | grande)
t=20 —2 0 -2

0<t|+(|]t]|grande) + 1¢" Cuadr. (] ¢ | grande)
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Resumiendo ¢ entra en escena por el cuarto cuadrante, atraviesa el eje
real por el punto —2 (para t = 0), y sale de escena por el primer cuadrante.
Por tanto un argumento continuo de ¢ viene dado por la funcién § : R — R
definida por

0(t) = argo(e(t))-

Como quiera que

. . A5
tlulnoo 0(t) = tlulnoo <27T + arctg m) =21+ arctg0 = 2,
y
lim 0(t) = li 2 retg0=0
t—g—noo _t—g-nooarcgtg—ﬂ—Q_arcg -

y el grado de P es n = 8, se sigue que el niimero de ceros de P en el semiplano
de la derecha es

n(B—-—a) 1, . ) 8 1 _ _
T—i_%(tlg—nooe(t)_tgr—nooe(t))_%+%(0_2W)_4 =3

Ejercicio Propuesto 280
Determina el niimero de ceros del polinomio P(z) = 22° + 4z — 1.

a) En el anillo A(0;1,2);
b) En el semiplano de la derecha.
Solucion.
a) Para determinar el nimero de ceros de P en el disco D(0,2) notamos que

cuando | z |= 2 el monomio que "manda” es 2z°, por lo que consideramos
las funciones enteras

f(z)=P(z) =22° + 42— 1

g(z) = 22°.

Notemos que, para z con | z |= 2, tenemos que

| f(2) —g(2) |=l 42— 1|< 4|2 [+1=9<64=2]z =] g() | .
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Luego
| f(2) —9(2) I<lg(2) |, VzeC(0,2).

Por el Teorema de Rouché, f y g tienen el mismo nimero de ceros en D(0, 2).
Luego P tiene sus 5 ceros en D(0,2).

Estudiemos ahora el numero de ceros de P en el disco cerrado D(0,1).
)
Fijemos e>0 ”pequeﬁo”, y consideremos las funciones enteras

f(2) =P(2) =22° + 42— 1

g(z) =4z
Notemos que, para z con \ z \: 1 + €, tenemos que
| f(2)—g(2) |=]22° —1|<2|z2P +1=2(1+e)’ +1 <4<

Al+e)=4]z|=[g(2) |

Luego
| f(2) —9(2) [<|g(2) |, Vze€C(0,1+e).

Por el Teorema de Rouché, f y ¢ tienen el mismo nimero de ceros en el
disco D(0,1+¢). Luego P tiene 1 cero en D(0,1+¢). Variando ¢ se deduce
que P tiene un cero en D(0,1).

Veamos de otra manera que P tiene un cero en D(0, 1).
Empecemos notando que, para z € C'(0, 1) se tiene que

Pz)=0 = 2°442-1=0 = 2:5+42=1 =

1=|2 44z =2 z|| 2+ 2|=2 |24 +2 > 22— | 24 |) = 2,

lo cual es imposible. Luego P no se anula en C(0,1).
Ademas, si consideramos las funciones enteras

f(2)=P(2) =22 +42 -1 y g(z) =4z,
y notamos que para | z |= 1 se verifica que
| f(2) = g(2) |=]22° = 1|< 2|2 P +1 =3 <4 =|42|=| g(2) |,
podemos afirmar, por el Teorema de Rouché, que

[No. de ceros de P en D(0,1)] = [No. de ceros de g en D(0,1)] = 1.

130



Luego P tiene un cero en el disco D(0,1).
En conclusién, P tiene 4 ceros en el anillo A(0;1,2).

b) El semiplano derecho es la regién angular determinada por los dngulos

™ ™
a=-5 7 5—5-

Consideremos la funcién ¢ : R — C definida por

P(—te'2) si t<0
t) = . T _
o) { 5) si t>0

Nétese que
p(t) = P(—it) = 2(—it)® + 4(—it) — 1 = —2it> — 4it — 1 =

—14i(=265 — 4t) = —1 + (=2t (t* +2)).
Por tanto
Rep(t) = -1y Imop(t) = —2t(t* +2).
Se tiene entonces que
Ime(t)=0 < t=0.

Adema3s

[t JReo(t) [Imet) |  o(t) |

t<O0 -1 + 2° Cuadr.
t=20 -1 0 -1
0<t -1 — 3¢" Cuadr.

Resumiendo ¢ entra en escena por el segundo cuadrante, atraviesa el eje
real por el punto —1 (para t = 0), y sale de escena por el tercer cuadrante.
De hecho, ¢ se pasea por la recta Rez = —1. Por tanto un argumento
continuo de ¢ viene dado por la funcién 6 : R — R definida por

O(t) = argo(p(t)) = 7 + arctg (2t° + 4t).
Como quiera que

lim 6(t) = tli{n (7 + arctyg (2t° + 4t)) =m —

t——o0

o] 3
o] 3
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. o 5 _ T_°o7
tlﬁn@@(t) —tllinooﬂ—i—arctg (2t +4t) =7+ 5 = 5

y P tiene grado n = 5, se sigue que el ntimero de ceros de P en el semiplano
de la derecha es

n(f — «a) 1 . . B
Ton oy Aim 60 = lim 0() =
5_”+i[3_”_f]_§+1_3
2T 27w 2 2' 2 2 7

Ejercicio Propuesto 281
Determina el nimero de ceros del polinomio P(z) = 2* — 2% + 22 + 4.

a) En el disco unidad;

b) En el primer cuadrante.

Solucion.
a) Para determinar el nimero de ceros de P en el disco D(0, 1) notamos que
cuando | z |= 1 es monomio que "manda” es 4, por lo que consideramos las
funciones enteras

f(z2)=P(z) =222 +22+4

g(z) = 4.
Notemos que, para z con | z |= 1, tenemos que
| f(2) —9(2) [=l 2t =2 + 2z [<[ 2 [P+ | 2 P 42| 2 |[=4 =] g(2) |-

Ahora bien, para z con | z |= 1, se tiene que

4 4 2

|2t =224+ 22|=4 = 2t=-22=2=2

lo cual es imposible. Luego

| f(2) —9(2) [<lg(2) |, Vz€C(0,1).
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Por el Teorema de Rouché, f y g tienen el mismo nimero de ceros en D(0, 1).
Luego P no tiene ceros en D(0,1).

b) El primer cuadrante es la regién angular determinada por los dngulos

0

= 0 = —.
a y B=5
Consideremos la funcién ¢ : R — C definida por

[ P(—te'2) si t<0
So(t)_{ P(t) si t>0

Noétese que para t < 0 se tiene que
o(t) = P(—it) = (—it)* — (—it)2 +2(—it) + 4 =t* + 1> — 2it + 4 =
th 412 4+ i(—21).

Por tanto
Rep(t) =t*+12+4 y Imo(t) = —2t.

Se tiene entonces que
Imep(t)=0 < t=0.

Para 0 < t se tiene que

1 15 15
o) =t — 2+ 2 +4 = -2+ 2+ = > —.
2 4 4
Ademas
|t [Rep(®) [ Ime(t) | p(t) |
t<0 + + 1" Cuadr.
t=20 4 0 -1
0<t + 0 Semirecta real posit.

Resumiendo ¢ entra en escena por el primer cuadrante, entra en contacto
con el eje real en el punto 4 (para t = 0), y después de pasearse por la
semirecta real de origen %, sale de escena yéndose a +oco. Por tanto un

argumento continuo de ¢ viene dado por la funcién 6 : R — R definida por

arctg_i% st <0
b(0) = arglpte)) = { " 0=
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Como quiera que

-2
lim 6(t) = lim arctg t

o o 7{/4 n t2 n 1 = a,’l"Ctg 0= Oa

lim 6(t)= lim 0=0,

t——+00 t——+o00

y P tiene grado n = 4, se sigue que el nimero de ceros de P en el primer
cuadrante es

nf—-—a) 1, . B
2m * %(tlg{loo o) - tl}r_nooﬁ(t)) N
47 1
2 4. - (0-0)=
- + o (0-0)

Ejercicio Propuesto 282

Prueba que todos los ceros del polinomio P(z) = 25 — 23 — 42 + 6 pertenecen
al anillo A(0;1,2)y determinese cudntos de ellos se hallan en el semiplano
de la derecha.

6

Solucién.
a) Empecemos probando que P no se anula en C'(0,1). Notemos que para
z € C(0,1) se tiene que

P(z)=0 = A4 46=0= S -2 —4:=-6 =

|20 -2 —d2|=6 = 5=-2P=—2=—2="2=—2 =

22 =-1 y 2=1 = z=-1

Ahora bien, P(—1) = 12. Asi pues, P no se anula en C(0,1).
Para determinar el nimero de ceros de P en el disco unidad consideremos
las funciones enteras

f(z2)=P(z) =2%— 23 —42+6

g(z) = 6.
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Notemos que, para z con | z |= 1, tenemos que
| f(2) = 9(2) [=]2° = 2° =4z [<[ 2 [C+ | 2 P +4 | 2 |[=6 =] g(2) |-

Ahora bien, para z con | z |= 1, del argumento seguido para probar que P
no tiene ceros en C(0,1) se tiene que la desigualdad

|28 — 2% —42|<6
es estricta. Luego

| f(2) —9(2) [<lg(2) |, Vz€C(0,1).

Por el Teorema de Rouché, f y g tienen el mismo nimero de ceros en D(0, 1).
Luego P no tiene ceros en D(0,1).

Para determinar el nimero de ceros de P en el disco D(0,2) notamos
que cuando | z |= 2 el monomio que "manda” (que produce mayor médulo)
es 2%, por lo que consideramos las funciones enteras

f(2)=P(z)=25—2>—4246
g(z) = 2°.
Notemos que, para z con | z |= 2, tenemos que

| f(2) —g(2) |=] —23—4z+6\§\z\3+4\z\+6:22<

64 =| z [°=] g(2) | -
Luego
| f(z) —9(2) I<|9(2) |, Vze€C(0,2).
Por el Teorema de Rouché, f y g tienen el mismo nimero de ceros en D(0, 2).
Luego P tiene sus 6 ceros en D(0,2).

En conclusién, P tiene sus 6 ceros en el anillo A(0;1,2).

b) El semiplano derecho es la regién angular determinada por los dngulos

™

™
a=-5 7 5—5-
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Consideremos la funcién ¢ : R — C definida por

P(—tez) si t<0
t) = iy _
() { 5) si >0

Noétese que
o(t) = P(—it) = (—it)® — (—it)® — 4(—it) + 6 = —t® — it? + 4it + 6 =
—t0 46 +i(—t(t? —4)) = —t° + 6 +i(—t(t — 2)(t +2)).
Por tanto
Rep(t) =t +6 y Imop(t) = —t(t —2)(t + 2).
Se tiene entonces que

Ime(t)=0 < t=-2,0,2.

Ademss
[t [ Rep(t) [Imep(d)] p(t) |
t< -2 — (| t | grande) + 2° Cuadr. (| ¢ | grande)
t=-2 —58 0 —58
—-2<t<0 — Semiplano Inferior
t=20 6 0 6
0<t<?2 + Semiplano Superior
t=2 —58 0 —58
2<t — (] t | grande) — 3" Cuadr. (] t| grande)

Resumiendo ¢ entra en escena por el segundo cuadrante, atraviesa el eje
real por el punto —58 (para t = —2), se pasea por el semiplano inferior,
atraviesa el eje real por el punto 6 (para ¢t = 0), se pasea por el semiplano
superior, vuelve a atravesar el eje real por el punto —58 (para t = 2), y sale
de escena por el terser cuadrante. Por tanto un argumento continuo de ¢

viene dado por la funcién 0 : R — R definida por

arg(e(t)) si <=2
0(t) =< 2m+arg(p(t) st —2<t<2
A + arg(e(t)) si 2<t
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Como quiera que

_ : —3t° + 4t
tl}r_noo 0(t) = tl}r_noo (7T + arctg T%) =m+arctg0 =,
y
lim 6(t)= lim (4 +arct A +arctg0 =3
Jim = lim | 4m — 7 +aretg —g= ) = 3m + arctg 0 = 3,

y el grado de P es n = 6, se sigue que el nimero de ceros de P en el semiplano
de la derecha es
n(f—a) 1 6r 1

_ 1' _ 1. _ s _ _ 1 _ 4.
2 + 2T (t_g—nooe(t) t_}f_noo H(t)) o + o (37T 7r) 34+

Ejercicio Propuesto 283
Dado 0 < p < 1, prueba que, para n € N suficientemente grande, el poli-
nomio

Pu(z) =1+22+322 4+ ... +nz"!

no se anula en el disco D(0, p).

Solucioén.
Notemos que para todo natural n se verifica que P,(z) = Q/,(2), donde

Qun(z) =142+ ...+ 2".

Consideremos la funcién

1
=— VYze D(0,1).
f(z) = ==, V=€ D(O,1)
Sabemos que {Q,} converge a f uniformemente en los compactos del disco
D(0,1). Por el Teorema de convergencia de Weierstrass, {P,} converge a
f" uniformemente en los compactos del disco D(0, 1), y en particular {F,}
converge a f’ uniformemente en el disco cerrado D(0, p). Como

f,(Z) _ ﬁ %0, Vze C(pr)a
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por el Corolario 4.56 del Teorema de Rouché, existe un nimero natural m
tal que para todo n > m se verifica que P, y f’ tienen el mismo nimero de
ceros en D(0, p), es decir, ninguno.

|

Ejercicio Propuesto 284
Dado p > 0, prueba que, para n € N suficientemente grande, todos los ceros
de la funcion

1
+ ...+

1
(z) =1+ 2 + 2122 nlzn

se hallan en el disco D(0, p).

Solucién.
Para cada natural n consideremos el polinomio

1 1 1
P,(z) =1+ 17 + 522 +...+ Ez",

y notemos que
fn(z) = Pn(é), vz € C\{0}.

Sabemos que {P,} converge a exp uniformemente en los compactos de C, y
en particular { P, } converge a exp uniformemente en el disco cerrado D(0, /—1))

Como .
exp(z) #0, Vze C(0, ;),

por el Corolario 4.56 del Teorema de Rouché, existe un nimero natural m
tal que para todo n > m se verifica que P, y exp tienen el mismo nimero
de ceros en D(0, %), es decir, ninguno. Luego existe un nimero natural
m tal que para todo n > m se verifica que P, tiene sus ceros en el anillo
A(0; %, +00), y por tanto f, tiene todos sus ceros en el anillo A(0;0, p).

|

Ejercicio Propuesto 285. (Representacién integral de la inversa)
Sea Q un dominio y f una funcion holomorfa e inyectiva en Q. Sea D(a,r) C
Q. Justifica que para todo w € f(D(a,r)) se verifica que

1 f'(2)

Q—M C(a,r) f(z) - dez N f_l(w)'
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Solucion.
Fijemos w € f(D(a,r)). La funcién F : 2 — C definida por

es holomorfa e inyectiva en ). Ademas, puesto que por el Corolario 3.35,
f'(z) #0, Vz € Q, se sigue que también F'(z) # 0, Vz € Q. En conse-
cuencia, todos los ceros de F' seran ceros simples. Vamos a calcularlos.

F(z)=0 & f(z)—w=0 & f(z)=w
(teniendo en cuenta que f es inyectiva)
& z=fY(w).

Asi, la funcién F tiene un tinico cero simple en f~!(w). Por el Principio del
Argumento Generalizado tenemos que

1 F'(z) _ g1
Q—M C(a,r) F(z) 2de= f (w)7
esto es, )
! Mzdz = f1(w).

2—7Ti C(a,r) f(z) —w

Ejercicio Propuesto 286
Calcula, usando el principio de argumento generalizado, las integrales

/ ze*tg(nz) dz
C(0,1)

/ cosh z
dz
co,1) gz

2)(322 —4z -1
/ sen (7z/2)(3z z )dz
C(0,3)

23— 222 — 242
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Solucién.

L = / ze*tg(mz)dz = / sen(nz) ze*dz =
(0,1) c(0,1) cos(mz)

1 _
1 / m sen(mz) o d.
T Joo) cos(mz)

Como quiera que f(z) = cos(mz) es entera y se anula en el conjunto
1
{5 +k : ke Z},
y en cada uno de estos puntos tiene un cero de orden 1, y puesto que en

la regién interior de la circunferencia C'(0,1) unicamente se encuentran los
1 1 . e .
ceros — 5 y 3, se sigue del Principio del Argumento Generalizado que

1. | 1 _1 1. 1 1
ILh=——-2m|— e 2—|—§e2 :z<e 2—62>.

h
Iy = / cosh = dz = / cosz cosh z dz.
co,1) tgz C(0,1) S€N 2

Como en la regién interior de C(0,1), la funcién sen z tiene un tnico cero
simple en 0, por el Principio del Argumento se sigue que

Iy, = 2wicosh 0 = 2.

I / sen (m2/2)(32% — 4z — 1) &
5 C(0,3) 23 =222 — 242 ’

Por Rufini se obtiene que

222 24 2=(2-2)(z - 1)(z+1).
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Luego los tres ceros de 2% —222 — 242 son —1, 1,2, son ceros simples, y estan
en la regién interior de C'(0, 3). Por el Principio del Argumento Generalizado
se tiene que

I3 = 2mi | sen (— g)—i-seng —|—Sen7r] = 27 (—1+140) = 0.

Ejercicio Propuesto 287
Calcula, usando el principio de argumento generalizado, las siguientes inte-

grales
/ dz / 3(z—1)2-1 d
z
0(072) 23 + 1 0(171/5) 23 — 32’2 + 42 —2
Solucion.
d 1
Il :/ 3 i :/ 22 1 dz.
co2 2+l Jooz 1+

Puesto que

d (|, 1)_-32_ 3
dz 23 ) 6 A

-3
vy z

Il =/ 2 —=)dz.
co2) 1+ % ( 3)

Como f(z) =1+ Z% tiene un polo de orden 3 en z = 0 y se anula en las tres
raices cubicas de —1 (lldmemoslas zg, 21, 22), teniendo en cada una de ellas
un cero simple, y tanto el polo como los tres ceros estdn en la region interior
de la circunferencia C(0,2), por el Principio del Argumento Generalizado se
tiene que

interesa escribir

. 2 z z 0 271
I = 2mi —30——1 -2 _3(-2) :—?(20+Z1+22)=0-
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12:/ 3z—1)%2-1 dZ:/ 3(z2—2z+1)—1d22
C(1,1/5) 23 —322+42 -2 C(1,1/5) 23 — 322 442 —2

/ 322 — 62 + 2 dz_/ 322 — 6z +4 322—62—|—2dz
c@ys) 2° —32% +4z =2 B cis) 23 =322 +42-2322 —62+4

Llamemos

f(z) =23 =322+ 42 - 2.
Por Rufini
f(2)=(z—=1)(22 =22 +2).
Puesto que

2+£v4-8 242

2
-2 2=0 & =
z z+ 4 5 5

=144,

se sigue que
fZ)=(E-DE-01+1))(z—1-1).
Notese que z = 1 es el dnico cero de f que estd en la regién interior de la
circunferencia C(1, %)
Consideremos la funcién meromorfa

) 322 — 6242
)= —FF/""7T.
g 322 _62+4
Puesto que
6+/36-48 64++/—12 3
32 _6rtd=0 o 2= _ 4 V3

6 6 3’
3 . . \/g . \/g . 1
se sigue que g es holomorfa en C\{1+1i >, 1—14 5>}, que contiene a C(1, ).
Por el Principio del Argumento Generalizado

-1
I, =2mig(1l) = 2mi _ = —2mi.

Ejercicio Propuesto 288
Demuestra el teorema de la aplicacion abierta a partir del principio del ar-
gumento.
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Solucién.

Sea 2 un dominio de C y sea f : @ — C una funcién holomorfa y no

constante. Veamos que f es abierta, usando el Principio del Argumento.
Dado a € (2, veamos que existe € > 0 tal que

D(f(a),e) € f(Q).

Consideremos la funcién holomorfa F': €2 — C dada por

Como f no es constante, también F' es no constante, luego a es un cero
aislado de F', y por tanto podemos fijar § > 0 tal que

D(a,0) CQ y F(z)#0, Vze€ D(a,6)\{a},
y por tanto

f(2) # f(a), Vz € D(a,d)\{a}.
Por el Principio del Argumento, si m es el orden del cero f(a) para F,
tenemos que

1 F'(2)

= — = I -
m= o s TG dz = Indpoc(a,s) (0)

Indtoc(a,s)-f(a)(0) = Indyoc(as)(f(a)).

Luego f(a) estd en una componente conexa C' de C\(f o C(a,?d))*. Como C
es abierto, existird € > 0 tal que

D(f(a)e) € C.
Dado w € D(f(a),e), tenemos entonces que
m= IndfoC(a,&) (w) = IndfoC(a,&)—w (0)

Por el Principio del Argumento, m coincide con el nimero de ceros de la
funcién z — f(z) — w en la regién interior de C(a,d), y por tanto w es
un valor tomado por f en un punto de la regién interior de C'(a,d). Luego
w e f(Q).
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Ejercicio Propuesto 289
Demuestra el teorema del comportamiento local de una funcion holomorfa
(teorema 3.34) a partir del principio del argumento.

Solucién.

Sean 2 un dominio de C, f :  — C una funcién holomorfa y no constante, y
a € Q. Sim es el orden del cero que tiene en el punto a la funcién holomorfa
F :Q — C dada por

F(z) = f(2) = f(a),

veamos (usando el Principio del Argumento) que en un entorno de a la
aplicaciéon f es m a 1.

Como f es no constante, también F' es no constante, luego a es un cero
aislado de la funcién F', y por tanto podemos fijar 6 > 0 tal que

D(a,0) CQ y F(2)#0, Vze€ D(a,6)\{a},

y por tanto o
f(2) # f(a), vz e D(a,d6)\{a}.

Por el Principio del Argumento, tenemos que

1 F'(2)
= — g I e
" o /c(a,a) F(z) dz = Indrocas ()

Indtoc(a,s)-f(a)(0) = Indyoc(as)(f(a)).

Luego f(a) estd en una componente conexa C' de C\(f o C(a,d))*. Puesto
que la funcién indice es constante en cada componente conexa, y éstas son
abiertas, existird € > 0 tal que

D(f(a),e) C C.
Dado w € D(f(a),e), tenemos entonces que
m = Indgoc(a,s)(w) = Indfoc(a,s—w(0)-

Por el Principio del Argumento m coincide con el nimero de ceros de la
funcién z — f(z) — w en la regién interior de C(a,d). Luego f es una
funcién m a 1 de D(a,d) en D(f(a),e).

|
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Ejercicio Propuesto 290

Sea Q un dominio en C y {f,} una sucesion de funciones holomorfas en €.
Supongamos que {fn} converge uniformemente en subconjuntos compactos
de Q a una funcion f que no es idénticamente nula en ). Sea a € ) tal
que f(a) = 0. Prueba que hay una sucesion {z,} de puntos de Q tal que
{zn} — a y un m € N tal que f,,(z,) =0 para todo n > m.

Solucion.
Por el Teorema de Hurwitz,

1
Vk € N Imy € N : n > my se verifica que f,, se anula en D(a, E) N Q.

Claramente podemos suponer que la aplicacion k — my es estrictamente
creciente. Consideremos la sucesién {z,} de puntos de € construida como
sigue:

Para cada n tal que n < m; tomemos z, = a.

Para cada n tal que m; < n < my tomemos z, € D(a,1) N tal que

fn(zn) = 0.

Para cada n tal que mjy < n < my1 tomemos z, € D(a, +) N Q tal que

fn(zn) = 0.

La sucesion {z,} asi obtenida claramente converge hacia a y verifica que
fn(2zn) = 0 para todo n > m;.
|

Ejercicio Propuesto 291

Sea f una funcion meromorfa en C y regular en oo tal que lim,_,o f(z) =1
y las unicas singularidades de f son los puntos z = —1 donde f tiene un
polo de orden uno y Res(f(z),—1) =1, y z = 2 donde f tiene un polo de
orden 2 y Res(f(z),2) = —2. Calcula f.

Solucion.
Por hipétesis f es holomorfa en C\{—1, 2}.
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Como f tiene en 2 un polo de orden 2 con Res(f,2) = —2 se sigue que
en el anillo A(2;0,3) se verifica que

C_9 + -2
(z—2)2  z-2

flz)= +¢(z), con c_o#0 v ¢ € H(D(2,3)),

y por tanto
C_9 2

(z—2)2+z—2

fz) =

es una funcién holomorfa en 2.
Como f tiene en —1 un polo de orden 1 con Res(f, —1) =1 se sigue que
en el anillo A(—1;0,3) se verifica que

J(2) = 5 (), con b€ HD(-1,3),
y por tanto )
1) - z+1

es una funcién holomorfa en —1.
Consideremos la funcién g definida por

1 C_9 2

96 =1 - T s T

Claramente g es holomorfa en C\{—1,2}. Pero, por los comentarios anteri-
ores, g puede verse como una funcién entera. Como quiera que lim,_,o, f(2) =
1, se sigue que también lim,_,o, g(z) = 1. Por el Teorema de Liouville,

g(z) =1, VzeC.

Luego

Ejercicio Propuesto 292

Sea f una funcion meromorfa en C y regular en 0o, cuyas unicas singulari-
dades son z = —1 donde f tiene un polo de orden uno y Res(f(z),—1) =1,
y z = 2 donde f tiene un polo de orden 2 y Res(f(z),2) = 2. Ademds
f0)=7/4y f(1) =5/2. Calcula f y su desarrollo de Laurent en A(0;1,2).
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Solucién.
Por hipétesis f es holomorfa en C\{—1, 2}.

Como f tiene en 2 un polo de orden 2 con Res(f,2) = 2 se sigue que en
el anillo A(2;0, 3) se verifica que

C_9 2

7)==+ —

) +¢(z), con c_o#0 y ¢ € H(D(2,3)),

y por tanto
C_9 2

f(z)_(z—2)2_z—2

es una funcién holomorfa en 2.
Como f tiene en —1 un polo de orden 1 con Res(f, —1) =1 se sigue que
en el anillo A(—1;0,3) se verifica que

1
F2) = g + V(). con 1 € HD(-1,3),

y por tanto

es una funcién holomorfa en —1.
Consideremos la funcién g definida por

1 C_9 2

96 =1 - G Tow

Claramente g es holomorfa en C\{—1,2}. Pero, por los comentarios anteri-
ores, g puede verse como una funcién entera. Como quiera que f es regular
en oo, esto es, existe lim,_,, f(2) € C, se sigue que también g es regular en
o0. Por el Teorema de Liouville,

dkeC : g(z) =k, VzeC.

Luego
1 C_9 2

f(Z)=k+Z+1+(Z_2)2+Z_2.

Como
f0)=7/4 vy [f(1)=5/2

se tiene que

C_9 7 1 5
k+14+—-1= k+ - 9 —2 ==
+ +4 y +2+02 5’

4
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y por tanto
dk+c o=7 y 2k+2c_o =38,
de donde se sigue que
k=1 y C_2::3.

En conclusién,

1 3 2
=1 .
/() +z—l—l—'—(z—2)2+z—2

Calculemos el desarrollo en serie de Laurent de f en el anillo A(0;1,2)
Para z tal que | z |> 1 tenemos que

1 L 11 *2"’( 1>"
1= i~ o -2 =
z+1 L+ 2 21— (—2) z = z
~+00 1 +00 1
— +1
Z(_l)nzn-‘rl _Z(_l)n on
n=0 n=1
Para z tal que | z |< 2 tenemos que
2-2  1-% 2) ~ n
n=0 n=0
Derivando obtenemos que
+00 +oo
—2 1 1
WZ—ZQ—MZ” == ot (012",
n=1 n=0
y por tanto
-
(z —2)2 =2 oz 2
n=0

En consecuencia, para z tal que 1 <| z |< 2 tenemos que

+oo +00
1 3(n+1) 1
+1 _
—1+§: e D D A B
+00
1 (n+1) 1
+1 _
> ()t +§,[ o2 _27} &=
n=1
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+oo

2

n=1

1 3
1yt 4 2
=)™+
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